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1

第一章

复数与复变函数

1.1 复平面上的点集与无穷远点

复平面与距离

取定直角坐标系后，复数 z = x+ iy 与平面上的点 (x, y) 一一对应，这样的平面称

为复平面（z 平面）。因此

C ←→ R2, z = x+ iy ←→ (x, y).

复数的模 |z| =
√

x2 + y2 就是点 z 到原点的距离，而

|z1 − z2| =
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

恰好是复平面上两点 z1, z2 的欧氏距离。所以 (C, | · |) 就是我们熟悉的度量空间 R2，度

量空间里关于邻域、开集、闭集、连通性的那套语言可以直接搬过来用。下面用到的距

离性质主要是三角不等式：

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,
∣∣|z1| − |z2|∣∣ ≤ |z1 − z2|.

邻域

设 z0 ∈ C，r > 0。称

B(z0, r) = { z ∈ C : |z − z0| < r }
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第一章 复数与复变函数 复变函数讲义

为以 z0 为圆心、r 为半径的开圆盘，也叫 z0 的 r-邻域；称

{ z ∈ C : 0 < |z − z0| < r } = B(z0, r) \ {z0}

为 z0 的去心邻域。开圆盘是复平面上最基本的“一小块”，下面所有概念都是用它来定义

的。

点与点集的位置关系

设 E ⊆ C 是一个点集，z0 ∈ C（注意 z0 不一定属于 E）。

• 若 ∃ r > 0，使得 B(z0, r) ⊆ E，称 z0 是 E 的内点。

• 若 ∃ r > 0，使得 B(z0, r) ∩ E = ∅，称 z0 是 E 的外点（即 Ec = C \ E 的内点）。

• 若 ∀ r > 0，B(z0, r) 中既含有 E 的点，又含有不属于 E 的点，称 z0 是 E 的边界

点。E 的边界点全体称为 E 的边界，记作 ∂E。

• 若 ∀ r > 0，去心邻域 B(z0, r) \ {z0} 中总含有 E 的点，称 z0 是 E 的聚点。属于

E 但不是聚点的点，称为 E 的孤立点。

补充说明：对任一点 z0，它相对于 E 恰好是内点、外点、边界点三者之一，不会有

第四种情形，也不会同时是两种。内点一定属于 E，外点一定不属于 E，而边界点、聚

点既可以属于 E，也可以不属于 E。

例

取 E = { z : |z| < 1 }（单位开圆盘）。E 中每一点都是内点（对 z0 ∈ E 取 r = 1−|z0|，
由三角不等式 B(z0, r) ⊆ E）；边界 ∂E = { z : |z| = 1 } 是单位圆周，其上的点都不属于

E；|z| > 1 的点都是外点；E 的聚点是闭圆盘 { |z| ≤ 1 } 中的全体点。

再取 E = { 0 < |z| < 1 }（挖去圆心的单位开圆盘）。此时 0 /∈ E，但 0 是 E 的聚

点，也是 E 的边界点。

又取 E = { 1/n : n = 1, 2, . . . } ⊂ C（实轴上的一列点）。E 中每个点都是孤立点，

E 没有内点，唯一的聚点是 0，它不属于 E。

开集与闭集

定义

若 E 的每一个点都是 E 的内点，称 E 为开集；若 Ec = C \E 是开集，称 E 为闭

集。E 与它的边界的并 E = E ∪ ∂E 称为 E 的闭包。

补充说明：闭集有一个常用的等价说法：E 是闭集 ⇐⇒ E 包含它的所有聚点 ⇐⇒
E 包含它的所有边界点。“开”和“闭”不是互补的性质——一个集合可以既开又闭（例如

C 和 ∅），也可以既不开也不闭（例如 { 0 < |z| ≤ 1 }，挖去了圆心又带着圆周）。
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例

• 开圆盘 B(z0, r) 是开集：对任意 z ∈ B(z0, r)，令 s = r− |z − z0| > 0，则对 B(z, s)

中任一点 ζ，有 |ζ − z0| ≤ |ζ − z|+ |z− z0| < s+ |z− z0| = r，即 B(z, s) ⊆ B(z0, r)。

• 闭圆盘 { |z − z0| ≤ r }、单个点 {z0}、圆周 { |z − z0| = r } 都是闭集。

• 上半平面 { Im z > 0 } 是开集；圆环 { 1 < |z| < 2 } 是开集。

基本开集与开集的结构

开圆盘 B(z0, r) 称为基本开集。复平面上的所有开集恰好就是基本开集的并：

• 任意多个开圆盘的并是开集（并集中的点属于某个开圆盘，而开圆盘是开集，所以

这一点有一个整个落在并集里的邻域）；

• 反过来，若 E 是开集，对每个 p ∈ E 都能取到 rp > 0 使 B(p, rp) ⊆ E，于是

E =
⋃

p∈E B(p, rp) 是一族开圆盘的并。

由此可知开集有下面的基本性质：任意多个开集的并是开集；有限个开集的交是开

集。这里必须强调“有限”：例如
⋂

n≥1 B(0, 1
n
) = {0} 是无穷多个开圆盘的交，却不是开

集。

连通性与区域

连通

粗略地说，连通就是“一整块，不会断成互相分离的几部分”。对于开集 D ⊆ C，下

面两种说法是等价的：

(a) D 不能分成两个互不相交的非空开集之并；

(b) D 中任意两点，都可以用一条完全落在 D 内的折线连接起来。

满足其中之一，就称开集 D 是连通的。日常判断时用 (b) 最直观。

区域

区域就是“连通”的开集。区域 D 加上它的边界 ∂D，即 D = D ∪ ∂D，称为闭区域。

例

• 开圆盘、上半平面 { Im z > 0 }、圆环 { 1 < |z| < 2 } 都是区域；整个复平面 C 也是

区域。

• { |z| < 1 }∪ { |z− 3| < 1 } 是两个互不相交的开圆盘的并，它是开集，但不连通，所

以不是区域：从第一个圆盘里的点走到第二个圆盘里的点，折线必须经过圆盘之外。
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• 闭圆盘 { |z| ≤ 1 } 是闭集，不是开集，所以也不是区域，但它是单位开圆盘的闭区

域。

补充说明：此外，若 E 中的点的模都不超过某个常数，即 ∃M > 0 使 |z| ≤M (∀z ∈
E)，称 E 是有界的，否则称为无界的。圆盘是有界的，上半平面和 C 是无界的。区域

中还要区分“单连通”与“多连通”（圆盘中间没有洞，圆环中间有洞），这一点等到后面学

习积分时才会用到，这里先不展开。

无穷远点与扩充复平面

为什么要引入无穷远点

比如当 z → 0 时，
1

z
的模无限增大；又或者要讨论 z →∞ 时函数的趋势。数学分

析里实轴上有两个“无穷远”：+∞ 与 −∞，因为在实轴上只有“向右”和“向左”两种走法。

但在复平面上，沿着任何方向走到离原点无限远处，都应当看作是走向同一个“终点”，所

以只需添加一个点，称为无穷远点，记作 ∞。

复平面 C 添上无穷远点后得到的集合

Ĉ = C ∪ {∞}

称为扩充复平面（也叫闭复平面）。相应地，C 本身称为有限复平面。

∞ 的邻域与 z →∞

规定 ∞ 的邻域是

{ z ∈ C : |z| > R } ∪ {∞} (R > 0),

即“以原点为中心的某个大圆之外的所有点，再加上 ∞”。这样，z →∞ 就意味着 |z| →
+∞，与 z 的辐角无关。

补充说明：∞ 是一个“理想点”，它没有实部、虚部，辐角也没有意义，规定它的模

|∞| = +∞。

关于 ∞ 的运算约定

设 a ∈ C，规定：

• a±∞ =∞± a =∞；

• a · ∞ =∞ · a =∞（a 6= 0）；

• a

∞
= 0，

∞
a

=∞（a 6=∞）；
a

0
=∞（a 6= 0）。

而 ∞±∞、0 · ∞、
∞
∞

、
0

0
都没有意义（和数学分析中的不定式一样，需要具体情形具

体分析）。
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极限里的 ∞

有了无穷远点，前面极限的定义可以自然地推广。设 z0 是 f 的定义域 E 的聚点，

则

• lim
z→z0

f(z) =∞ 的意思是：∀M > 0, ∃ δ > 0，只要 0 < |z − z0| < δ（z ∈ E），就有

|f(z)| > M。例如 lim
z→0

1

z
=∞。

• lim
z→∞

f(z) = w0（w0 ∈ C）的意思是：∀ ε > 0, ∃R > 0，只要 |z| > R（z ∈ E），就

有 |f(z)− w0| < ε（这里要求 E 无界，保证 ∞ 是聚点）。例如 lim
z→∞

1

z
= 0。

球极投影与黎曼球面

无穷远点还有一个非常直观的几何模型。取三维空间中的单位球面

S = { (ξ1, ξ2, ξ3) : ξ21 + ξ22 + ξ23 = 1 },

把复平面放在赤道所在的平面 ξ3 = 0 上（ξ1 轴、ξ2 轴分别就是实轴、虚轴），并记球面

的北极为 N = (0, 0, 1)。

对复平面上任一点 z，连接 N 与 z 的直线除 N 外与球面恰好再交于一点 P。这样

得到的对应 z 7→ P 称为球极投影。下图是过复平面一条直线（如实轴）与球心的截面：

复平面

N

P

zz′

P ′

用坐标写出来，对 z = x+ iy 有

P =

(
2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
, z =

ξ1 + iξ2
1− ξ3

.

补充说明（这两个公式怎么来的）：设 z = x + iy，把它看成空间中的点 (x, y, 0)。直线

Nz 上的点可以写成

N + t (z −N) = (tx, ty, 1− t), t ∈ R.

它在球面上，当且仅当 (tx)2 + (ty)2 + (1 − t)2 = 1，即 t2|z|2 + t2 − 2t = 0，也就是

t
(
t(|z|2 + 1)− 2

)
= 0。t = 0 对应北极 N 本身，另一个解

t =
2

|z|2 + 1
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就是要找的交点 P。代回去得 P =
( 2x

|z|2 + 1
,

2y

|z|2 + 1
, 1− 2

|z|2 + 1

)
，第三个分量化简就

是
|z|2 − 1

|z|2 + 1
。反过来，因为 P 的第三个坐标 ξ3 = 1−t，所以 t = 1−ξ3，而 (ξ1, ξ2) = (tx, ty)，

于是 z =
ξ1 + iξ2

t
=

ξ1 + iξ2
1− ξ3

。

观察这个对应：

• |z| < 1 的点对应南半球，|z| = 1 的点对应赤道，|z| > 1 的点对应北半球（如上图

中 z′、z）；

• |z| 越大，P 越靠近北极 N；当 z →∞ 时 P → N。

因此，令北极 N 对应无穷远点 ∞，就得到整个球面 S 与扩充复平面 Ĉ = C∪ {∞}
之间的一一对应。这样的球面称为黎曼球面。它解释了为什么只需要一个无穷远点：在

球面上，从各个方向走向无穷远，都是走向同一个北极。

补充说明：球极投影还有一个重要性质（这里只叙述，不证明）：球面上不过 N 的

圆周，对应复平面上的圆周；过 N 的圆周，对应复平面上的直线。所以在扩充复平面

上，直线可以看作是“通过无穷远点的圆”，这个观点后面学习分式线性变换时会用到。

球面距离（弦距）

在扩充复平面上，∞ 到底离别的点“多远”？|z −∞| 是没有意义的，因此我们借助

黎曼球面来定义距离。

定义：设 z1, z2 ∈ Ĉ，它们在球极投影下的像为 P1, P2 ∈ S。把球面上这两点之间的

弦长（即三维空间中线段 P1P2 的长度）

[z1, z2] := |P1P2|

称为 z1, z2 的球面距离（弦距）。

补充说明：注意这里取的是弦长，不是球面上沿大圆走的弧长。因为弦长就是 R3

中的通常距离，所以马上可以看出：[z1, z2] ≥ 0，且 [z1, z2] = 0 ⇐⇒ z1 = z2；[z1, z2] =

[z2, z1]；三角不等式 [z1, z3] ≤ [z1, z2] + [z2, z3] 成立。因此 [ · , · ] 给出了 Ĉ 上的一个距离，

并且总有 [z1, z2] ≤ 2（球的直径）。

公式

(1) 当 z1 6=∞，z2 6=∞ 时，

[z1, z2] =
2 |z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
. (1.9)

(2) 当 z2 =∞ 时，

[∞, z] = [z,∞] =
2√

1 + |z|2
. (1.10)
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(1.9) 的推导

设 z1 = x1 + iy1，z2 = x2 + iy2，并记 a = |z1|2，b = |z2|2。由上面的坐标公式，

P1 =
( 2x1

a+ 1
,
2y1
a+ 1

,
a− 1

a+ 1

)
, P2 =

( 2x2

b+ 1
,
2y2
b+ 1

,
b− 1

b+ 1

)
.

第一步：P1, P2 都在单位球面上，所以 |P1| = |P2| = 1，

|P1P2|2 = |P1|2 + |P2|2 − 2P1 · P2 = 2− 2P1 · P2.

第二步：计算内积。

P1 · P2 =
4(x1x2 + y1y2) + (a− 1)(b− 1)

(a+ 1)(b+ 1)
.

注意 x1x2 + y1y2 = Re(z1z̄2)。
第三步：代入并通分，

|P1P2|2 =
2
[
(a+ 1)(b+ 1)− (a− 1)(b− 1)− 4Re(z1z̄2)

]
(a+ 1)(b+ 1)

.

括号里的前两项之差为 (ab+ a+ b+ 1)− (ab− a− b+ 1) = 2a+ 2b，所以分子为

2
[
2a+ 2b− 4Re(z1z̄2)

]
= 4
[
|z1|2 + |z2|2 − 2Re(z1z̄2)

]
= 4 |z1 − z2|2,

最后一步用的是 |z1 − z2|2 = |z1|2 + |z2|2 − 2Re(z1z̄2)。因此

|P1P2|2 =
4 |z1 − z2|2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)
,

两边开方即得 (1.9)。 □

(1.10) 的推导

当 z2 =∞时 P2 = N = (0, 0, 1)。设 z 6=∞的像为 P = (ξ1, ξ2, ξ3)，则由 ξ21+ξ22+ξ23 =

1，

|PN |2 = ξ21 + ξ22 + (ξ3 − 1)2 = 2− 2ξ3 = 2− 2(|z|2 − 1)

|z|2 + 1
=

4

|z|2 + 1
,

开方得 [z,∞] =
2√

1 + |z|2
，即 (1.10)。 □

补充说明（几何证法）：(1.10) 也可以用相似三角形看出来。取球的直径 NS（S 是

南极），z 在复平面上，O 是球心。NS 是直径，所以 ∠NPS = 90◦；又 ∠NOz = 90◦，

且两个直角三角形 NPS 与 NOz 有公共角 ∠N，所以它们相似，
NP

NO
=

NS

Nz
，即

NP ·Nz = NO ·NS = 1× 2 = 2.

而 Nz =
√

1 + |z|2（直角三角形 NOz 的斜边），所以 NP =
2√

1 + |z|2
。
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N

S

O z

P

注记与例

• (1.10) 可以看成 (1.9) 当 z2 → ∞ 时的极限：由于
|z1 − z2|√
1 + |z2|2

→ 1（分子分母都约

等于 |z2|），所以 [z1, z2]→
2√

1 + |z1|2
。这说明用 (1.10) 来定义 [z,∞] 是自然的。

• 对 0 < ε < 2，[z,∞] < ε ⇐⇒ |z| >
√
4− ε2

ε
。所以球面距离意义下“∞ 的 ε-邻域”

就是前面规定的“大圆之外的点再加上 ∞”，两种说法是一致的；并且 zn →∞ ⇐⇒
[zn,∞]→ 0。

• 例：[0, 1] =
2 · 1
1 ·
√
2
=
√
2（南极到赤道上的点 (1, 0, 0) 的距离）；[1,−1] = 2 · 2√

2
√
2
= 2

（赤道上的一对对径点）；[0,∞] = 2（南极与北极）。

• 一般地，z 与 −1

z̄
的像是球面上的一对对径点，[z,−1/z̄] = 2。

补充说明：[z1, z2] 与通常距离 |z1 − z2| 的关系：若 |z1|, |z2| ≤M，则

2

1 +M2
|z1 − z2| ≤ [z1, z2] ≤ 2 |z1 − z2|,

所以在有界范围内两种距离“差不多”，只是 [z1, z2] 在远离原点处被压缩（球面上远处的

点都挤在北极附近），这样 ∞ 也就成了一个有限距离内的点。

1.2 复变函数

预备：几个记号

本节反复用到下面这些记号，先集中回顾一下。

• 复数集 C = {x + iy : x, y ∈ R }。对 z = x + iy，称 z̄ = x − iy 为它的共轭，

|z| =
√

x2 + y2 为它的模，并且 zz̄ = |z|2。

• 极坐标形式：z = ρeiθ = ρ(cos θ + i sin θ)，其中 ρ = |z|，θ 是辐角。
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• |z − z0| 就是复平面上 z 与 z0 两点之间的距离，{z : |z − z0| < δ} 是 z0 的 δ-邻域

（开圆盘），{z : 0 < |z − z0| < δ} 是去心邻域（详见上一节）。

复变函数的定义

单值复变函数

设 E ⊆ C 是一个复数集。若对于任一复数 z ∈ E，都有唯一的复数 w 与之对应，

则称在 E 上确定了一个单值复变函数，记作

w = f(z), z ∈ E.

其中 E 称为函数的定义域，z 称为自变量，w 称为因变量；所有函数值构成的集合

f(E) = { f(z) : z ∈ E } 称为值域。

补充说明：形式上和数学分析里的函数完全一样，只是自变量和因变量都从实数换

成了复数。由于 z 与 w 各自要用两个实数（实部、虚部）来刻画，函数的“图像”需要四

维空间，画不出来。所以学复变函数时，通常把 w = f(z) 理解为一个映射：把 z 平面

上的点集 E 映到 w 平面上。

注记：多值函数

我们也有多值函数的概念，即一个 z 可以对应多个 w，但暂不考虑，本讲义（至少

目前）说的“函数”都是单值的。例如 w =
√
z 在 z = 1 处同时对应 w = 1 与 w = −1，

不满足“唯一”的要求，所以它是多值的，需要另外处理。

几个例子

• f(z) = z，z ∈ C。（恒等映射）

• f(z) =
1

z
，z ∈ C \ {0}。（z = 0 时没有意义，必须从定义域中去掉）

• f(z) = z̄，z ∈ C。（把每个点映到它关于实轴的对称点）

复变函数的实部与虚部

直角坐标下的写法

令 z = x+ iy（x, y ∈ R），把函数值的实部、虚部分别记作 u, v，即

f(z) = u+ iv =⇒ u = u(x, y), v = v(x, y).

于是有常用写法

w = f(z) = u(x, y) + i v(x, y).
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补充说明：这说明一个复变函数 f 本质上就是两个关于两个实变量 (x, y) 的实值函

数 u, v 拼在一起，也就是一个从 R2 到 R2 的映射。这个观点很有用：复变函数的很多

性质，最后都可以翻译成 u, v 这两个二元实函数的性质（后面的极限、连续就是这样）。

极坐标下的写法

若 z = ρeiθ，则同样可以把 w 写成 ρ, θ 的函数：

w = f(z) = u(ρ, θ) + i v(ρ, θ).

例：求实部与虚部

• f(z) = z = x+ iy：u(x, y) = x，v(x, y) = y。

• f(z) = z̄ = x− iy：u(x, y) = x，v(x, y) = −y。

• f(z) =
1

z
：分子分母同乘 z̄，利用 zz̄ = |z|2，

f(z) =
1

z
=

z̄

|z|2
=

x

x2 + y2
− i

y

x2 + y2
,

即 u(x, y) =
x

x2 + y2
，v(x, y) = − y

x2 + y2
（(x, y) 6= (0, 0)）。

•（补充）f(z) = z2：z2 = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + i 2xy，即 u = x2 − y2，v = 2xy。

对极坐标形式，同样的例子写成：

z2 = ρ2e2iθ = ρ2 cos 2θ + i ρ2 sin 2θ,
1

z
=

1

ρ
e−iθ =

cos θ
ρ
− i

sin θ

ρ
.

可以看出，z2 在极坐标下“模平方、辐角加倍”，比直角坐标下的 u, v 更直观；1/z 则是

“模取倒数、辐角反号”。

复变函数的极限

回顾：集合的聚点

回顾上一节：设 E ⊆ C，z0 ∈ C。如果 z0 的每一个去心邻域里都含有 E 中的点，

即

∀ δ > 0, { z : 0 < |z − z0| < δ } ∩ E 6= ∅,

则称 z0 为 E 的一个聚点。直观地说：E 中有点可以任意接近 z0（但不等于 z0）。聚点

不一定属于 E，例如 E = {z : 0 < |z| < 1} 时，0 是 E 的聚点，但 0 /∈ E。

补充说明：要谈“z → z0 时 f(z) 的变化趋势”，首先得保证 E 里真的有点可以趋近

z0，否则这句话没有意义——这就是下面的定义要求 z0 是聚点的原因。
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极限的定义

设 w = f(z) 在 E ⊆ C 上定义，z0 为 E 的一个聚点。如果

∃w0 ∈ C, s.t. ∀ ε > 0, ∃ δ > 0, 只要0 < |z − z0| < δ (z ∈ E), 就有 |f(z)− w0| < ε,

则称 f(z) 在 z0 处有极限 w0。记号：

lim
z→z0

f(z) = w0.

补充说明（几何意义）：|f(z)−w0| < ε 说的是 f(z) 落在 w0 为圆心、ε 为半径的开

圆盘里。所以定义的意思是：无论在 w 平面上把 w0 周围的圆盘取得多小（半径 ε），总

能在 z 平面上找到 z0 的一个足够小的去心邻域（半径 δ），使得 E 落在这个邻域里的点

全部被 f 映进那个圆盘。

注记

(1) z0 不一定在 E 中。定义里要求的是 0 < |z − z0| < δ，z = z0 本身被排除在外，所

以极限只关心 z0 附近的函数值，与 f 在 z0 处有没有定义、值是多少都无关。例如

f(z) =
z2 − 1

z − 1
的定义域是 C \ {1}，1 不在其中，但当 z 6= 1 时 f(z) = z + 1，故

lim
z→1

f(z) = 2。

(2) 极限存在，则必唯一。简要理由：设 w0, w
′
0 都是极限且 w0 6= w′

0，取 ε = 1
2
|w0−w′

0|。
因为 z0 是聚点，可以在两个去心邻域的交集里取到一点 z ∈ E，于是

|w0 − w′
0| ≤ |f(z)− w0|+ |f(z)− w′

0| < 2ε = |w0 − w′
0|,

矛盾。（这里恰好用到了“z0 是聚点”。）

(3) 极限满足四则运算：若 lim
z→z0

f(z) = A， lim
z→z0

g(z) = B，则

lim
z→z0

(
f(z)± g(z)

)
= A± B, lim

z→z0
f(z)g(z) = AB, lim

z→z0

f(z)

g(z)
=

A

B
(B 6= 0).

证法与数学分析中的完全相同，只是把绝对值理解为复数的模。

与数学分析中极限的最大不同：趋近的方式

在数学分析（一元）里，x → x0 只有两个方向——从左边或从右边。而复平面上

的 z → z0 是四面八方、过程任意的：z 可以沿着任意直线、任意曲线，甚至螺旋着靠近

z0。因此，“limz→z0 f(z) 存在”是一个很强的要求：不论 z 用哪种方式趋近 z0，函数值都

必须趋于同一个数 w0。

反过来，只要发现有两种趋近方式给出不同的结果，就可以断定极限不存在。
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例：极限不存在

考察 f(z) =
z

z̄
（z 6= 0）在 z0 = 0 处的极限。

• 沿实轴趋近：z = x→ 0（x ∈ R），f(z) =
x

x
= 1。

• 沿虚轴趋近：z = iy → 0（y ∈ R），f(z) =
iy

−iy
= −1。

两条路径给出不同的值，所以 lim
z→0

z

z̄
不存在。事实上，沿直线 y = kx（x→ 0）时

z

z̄
=

x+ ikx

x− ikx
=

1 + ik

1− ik
,

它随斜率 k 变化，也就是随趋近的方向变化。

极限与实部、虚部的关系

设 f(z) = u(x, y) + i v(x, y)，z0 = x0 + iy0，w0 = A+ iB。则

lim
z→z0

f(z) = w0 ⇐⇒ lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = A, lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = B.

理由是对任一复数 ζ = a+ ib 都有

max{|a|, |b|} ≤ |ζ| ≤ |a|+ |b|,

把它用在 ζ = f(z)−w0 上，再注意 |z− z0| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 恰好就是 R2 中两

点的距离，即得结论。

补充说明：这样，复变函数的极限问题就可以化为多元微积分里的二元函数极限问

题；反过来，多元函数里“沿不同路径极限不同”的技巧，正是上一个例子在做的事情。

复变函数的连续性

连续的定义

设 f(z) 在 E ⊆ C 上有定义，z0 ∈ E。如果

lim
z→z0

f(z) = f(z0),

则称 f(z) 在点 z0 处连续。若 f(z) 在 E 上点点连续，则称 f(z) 是 E 上的连续函数

（continuous function）。
补充说明：用 ε-δ 语言写出来就是

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, s.t. |z − z0| < δ (z ∈ E) =⇒ |f(z)− f(z0)| < ε.

与极限的定义相比，这里不必再要求 0 < |z − z0|，因为 z = z0 时不等式自动成立。连

续本质上包含三件事：f 在 z0 有定义、极限存在、并且两者相等。（若 z0 是 E 的孤立

点，即不是聚点，则上面的 ε-δ 条件自动满足，通常约定此时 f 在 z0 处连续。）
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连续与实部、虚部的关系

定理：设 f(z) 在 E ⊆ C 上有定义，并把 f 写成 f(z) = u(x, y)+i v(x, y)（z = x+iy），

z0 = x0 + iy0 ∈ E，则

f(z) 在点 z0 = x0 + iy0 处连续 ⇐⇒ u(x, y) 与 v(x, y) 都在点 (x0, y0) 处连续.

这里 u, v 是定义在 E 上的两个二元实函数：E 中的复数 z = x + iy 与平面上的点

(x, y) 一一对应，所以也可以把 E 看成 R2 的子集。二元函数 u 在 (x0, y0) 处连续的意

思是

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, s.t.
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ
(
(x, y) ∈ E

)
=⇒ |u(x, y)−u(x0, y0)| < ε,

v 同理。整个定理的意思是：复变函数的连续性，就是它的实部、虚部作为二元实函数

的连续性。

证明的准备：一个对应与两个不等式

一个对应。设 z = x+ iy，z0 = x0 + iy0，则

|z − z0| = |(x− x0) + i(y − y0)| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

右边正是 R2 中点 (x, y) 与 (x0, y0) 的距离。所以“z 落在 z0 的 δ-邻域里”与“(x, y) 落在

(x0, y0) 的 δ-邻域里”是同一个条件，两边的 δ 可以直接互用。

记号。记

∆u = u(x, y)− u(x0, y0), ∆v = v(x, y)− v(x0, y0),

则 f(z)− f(z0) = ∆u+ i∆v，因此 ∆u,∆v 分别是复数 f(z)− f(z0) 的实部与虚部，且

|f(z)− f(z0)| =
√

(∆u)2 + (∆v)2.

两个不等式。对任一复数 ζ = a+ ib（a, b ∈ R），有

(I) |a| ≤ |ζ|, |b| ≤ |ζ|; (II) |ζ| ≤ |a|+ |b|.

(I) 是因为 a2 ≤ a2 + b2，两边开平方（开方保持大小关系）得 |a| ≤
√
a2 + b2 = |ζ|，b 同

理。(II) 是因为

(|a|+ |b|)2 = a2 + b2 + 2|a||b| ≥ a2 + b2 = |ζ|2,

两边开平方即得。（(II) 也就是三角不等式 |a+ ib| ≤ |a|+ |ib|。）
把它们用在 ζ = f(z)− f(z0)（a = ∆u，b = ∆v）上，得到本定理要用的关键估计：

max{|∆u|, |∆v|} ≤ |f(z)− f(z0)| ≤ |∆u|+ |∆v|.

左边的不等式用于 (=⇒)，右边的不等式用于 (⇐=)。
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证明

(=⇒) 假设 f(z) 在 z0 处连续。要证 u 在 (x0, y0) 处连续。

任取 ε > 0。由 f 在 z0 处连续，存在 δ > 0，使得对 E 中满足 |z − z0| < δ 的一切

z，有

|f(z)− f(z0)| < ε.

现在取 E 中任一点 (x, y)，使
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ。这等价于 z = x + iy 满足

|z − z0| < δ，所以上式成立。再由不等式 (I)，

|u(x, y)− u(x0, y0)| = |∆u| ≤ |f(z)− f(z0)| < ε.

这正说明：对任意 ε > 0，都找到了 δ > 0，使
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ 时 |u(x, y)−
u(x0, y0)| < ε，即 u 在 (x0, y0) 处连续。

对 v 完全同理：把最后一步换成 |v(x, y)− v(x0, y0)| = |∆v| ≤ |f(z)− f(z0)| < ε（同

样用 (I)，而且可以用同一个 δ）。所以 v 也在 (x0, y0) 处连续。

(⇐=) 假设 u, v 都在 (x0, y0) 处连续。要证 f 在 z0 处连续，即对任意 ε > 0 找到

δ > 0，使 |z − z0| < δ 时 |f(z)− f(z0)| < ε。

任取 ε > 0。因为 u 在 (x0, y0) 处连续，对正数
ε

2
存在 δ1 > 0，使得√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ1 =⇒ |∆u| < ε

2
;

同样因为 v 连续，存在 δ2 > 0，使得√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ2 =⇒ |∆v| < ε

2
.

（这里特意取
ε

2
，是为了下面把两项加起来后恰好小于 ε。）令 δ = min{δ1, δ2} > 0。设

z ∈ E 满足 |z−z0| < δ，则
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 = |z−z0| < δ ≤ δ1, δ2，所以 |∆u| < ε

2
与 |∆v| < ε

2
同时成立。由不等式 (II)，

|f(z)− f(z0)| =
√

(∆u)2 + (∆v)2 ≤ |∆u|+ |∆v| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

这就证明了 f 在 z0 处连续。 □
补充说明：证明的思路可以概括成一句话：|f(z)− f(z0)| 小，等价于 |∆u| 与 |∆v|

都小，而这三个量之间只差一个常数倍的关系——|f(z) − f(z0)| 夹在 max{|∆u|, |∆v|}
与 |∆u|+ |∆v| 之间。同样的夹逼估计，也是上一部分“极限与实部、虚部的关系”背后的

理由。

例：几个基本的连续函数

• f(z) = z，z ∈ C：u = x，v = y 都是 R2 上的连续函数，由上面的定理，f 在 C 上

连续。
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• f(z) = z̄，z ∈ C：u = x，v = −y 都连续，所以 f 在 C 上连续。

• f(z) =
1

z
，z ∈ C \ {0}：前面已算出 u =

x

x2 + y2
，v = − y

x2 + y2
。它们是连续函数

之商，且分母 x2 + y2 6= 0，所以在 (x, y) 6= (0, 0) 处都连续，于是 f 在 C \ {0} 上

连续。

下面几个例子是补充，直接用 ε-δ 说明也很容易：

• f(z) = z 与 f(z) = z̄：|f(z)− f(z0)| = |z − z0|，取 δ = ε 即可（对 z̄ 用 |z̄ − z̄0| =
|z − z0| = |z − z0|）。

• f(z) = |z| 在 C 上连续：由三角不等式，
∣∣|z| − |z0|∣∣ ≤ |z − z0|。

• f(z) = z2 在 C 上连续：|z2− z20 | = |z− z0| |z+ z0|。限制 |z− z0| < 1，则 |z+ z0| ≤
|z − z0|+ 2|z0| < 1 + 2|z0|，于是取 δ = min

{
1,

ε

1 + 2|z0|

}
即得 |z2 − z20 | < ε。

• 由极限的四则运算：多项式函数在 C 上连续；有理函数 P (z)/Q(z) 在使 Q(z) 6= 0

的点处连续。

而 f(z) =
z

z̄
无论在 z = 0 处补充定义成什么值，都不可能在 0 处连续，因为它在

0 处的极限根本不存在。

有界闭集上连续函数的性质

预备：一致连续

设 f(z) 在 E ⊆ C 上有定义。如果

∀ ε > 0, ∃ δ > 0, s.t. ∀ z1, z2 ∈ E, |z1 − z2| < δ =⇒ |f(z1)− f(z2)| < ε,

则称 f(z) 在 E 上一致连续。

补充说明：和“在 E 上连续”对比：连续的定义里，δ 既依赖于 ε，也依赖于所考察

的点 z0；一致连续则要求同一个 δ 对 E 中所有点都管用，只依赖于 ε。所以一致连续

一定连续，反过来不一定。

今后常用的估计

若 f(z) 在有界闭集 E 上连续（即 E 有界，同时 E 是闭集，例如闭圆盘、圆周、闭

区域），则

(1) |f(z)| 有上界，即 ∃M > 0，s.t. |f(z)| ≤M (∀z ∈ E)；

(2) |f(z)| 有最大值、最小值；

(3) f(z) 在 E 上一致连续。
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补充说明：这是数学分析里“闭区间上连续函数”三大性质（有界、取得最值、一致

连续）在复平面上的翻版，后面做积分估计时会反复用到。注意 f(z) 是复数，没有大小

可比，所以谈最大最小值的是它的模 |f(z)|。它们的理由可以归结为 R2 中已知的结论：

• |f(z)| =
√
u(x, y)2 + v(x, y)2 是 (x, y) 的连续实值函数（也可以直接由

∣∣|f(z)| −
|f(z0)|

∣∣ ≤ |f(z) − f(z0)| 看出）。有界闭集上的连续实函数必取得最大值与最小值，

这就是 (2)；有最大值当然就有上界，得到 (1)。

• 由定理，u, v 都是有界闭集上的连续实函数，因而一致连续（Cantor 定理）。∀ ε >
0，取 δ 同时适用于 u, v 的一致连续性（对应的误差为 ε

2
），则 |z1 − z2| < δ 时

|f(z1)− f(z2)| ≤ |∆u|+ |∆v| < ε，这就是 (3)。

例：条件缺一不可

“有界”与“闭”两个条件，缺了哪一个结论都可能不成立：

• f(z) =
1

z
在 E = { 0 < |z| ≤ 1 } 上连续，E 有界但不是闭集（少了聚点 0）。取

zn =
1

n
∈ E，|f(zn)| = n→∞，所以 |f | 在 E 上没有上界。

• f(z) = z2 在 E = C 上连续，E 是闭集但无界。|f(z)| = |z|2 在 C 上没有上

界；而且它也不一致连续：取 zn = n，z′n = n +
1

n
，则 |zn − z′n| =

1

n
→ 0，但

|z2n − z′2n | = |zn − z′n| |zn + z′n| =
1

n

(
2n+

1

n

)
= 2 +

1

n2
> 1。

1.3 复变函数的导数与柯西–黎曼方程

回顾与引入

前面我们研究了复数的代数、几何、拓扑性质，以及复变函数的极限与连续。本节

开始研究复变函数的“微分学”：先把数学分析里导数的定义照搬到复变函数上，再看它

和实部、虚部的偏导数有什么联系。

导数的定义

可导

设 w = f(z) 在 z0 的某个邻域内有定义。如果极限

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

存在，则称 f(z) 在 z0 处可导（或可微），这个极限值称为 f(z) 在 z0 处的导数，记作

f ′(z0)，也记作
df
dz

∣∣∣
z=z0

。

— 18 / 48 —



第一章 复数与复变函数 复变函数讲义

补充说明（等价写法）：令 ∆z = z − z0，∆w = f(z0 +∆z)− f(z0)，则

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
.

形式上和一元实函数的导数一模一样，但有本质区别：这里的 ∆z → 0 是复数趋于 0，

也就是前面强调过的“四面八方、过程任意”。要求不论 ∆z 沿着什么方向、什么路径趋

于 0，差商都必须趋于同一个复数。这比实变量只有“左、右”两个方向的要求强得多，也

正是复变函数有许多奇妙性质的根源。

可导必连续

若 f(z) 在 z0 处可导，则 f(z) 在 z0 处连续。

证明：当 z 6= z0 时

f(z)− f(z0) =
f(z)− f(z0)

z − z0
· (z − z0).

令 z → z0，右边第一个因子趋于 f ′(z0)，第二个因子趋于 0，由极限的四则运算，右边

趋于 f ′(z0) · 0 = 0，即 limz→z0 f(z) = f(z0)。 □
补充说明：反过来不成立：下面的例子 f(z) = z̄ 处处连续，却处处不可导。

例：多项式可导

例：f(z) = z2

设 f(z) = z2（z ∈ C）。对任意 z0 ∈ C，当 z 6= z0 时

z2 − z20
z − z0

= z + z0 −→ 2z0 (z → z0),

所以 f(z) = z2 在定义域内点点可导，且

f ′(z0) = 2z0.

推广至多项式

对一般的正整数 n，用因式分解 zn − zn0 = (z − z0)
∑n−1

k=0 z
n−1−kz k

0 ，得

zn − zn0
z − z0

=
n−1∑
k=0

z n−1−kz k
0 −→

n−1∑
k=0

z n−1
0 = n z n−1

0 ,

即 (zn)′ = nzn−1。再结合常数的导数为 0，以及导数对加法和数乘的线性性（见下文“四

则运算”），可知任意多项式

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0

在 C 上点点可导，且 P ′(z) = nanz
n−1 + · · ·+ a1，公式与实变量的完全一样。
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例：处处不可导的函数

例：f(z) = z̄

设 f(z) = z̄（z ∈ C）。任取 z0 ∈ C，观察差商

z̄ − z̄0
z − z0

=
∆z

∆z
, ∆z = z − z0.

让 ∆z → 0，分别沿水平、竖直两个方向趋近：

• 水平方向：∆z = ∆x ∈ R，此时 ∆z = ∆x，差商恒等于
∆x

∆x
= 1；

• 竖直方向：∆z = i∆y（∆y ∈ R），此时 ∆z = −i∆y，差商恒等于
−i∆y

i∆y
= −1。

Re

Im

z0

差商 = 1

差商 = −1

两个方向得到不同的值，所以 lim
∆z→0

∆z

∆z
不存在（∆z → 0 时无极限）。

补充说明：更精确地，把 ∆z = reiθ 写成极坐标，则

∆z

∆z
=

re−iθ

reiθ
= e−2iθ,

它只依赖于趋近的方向 θ，与 r 无关；r → 0 时它根本不会趋于某个定值。这个结论对

每一个 z0 都成立，于是：

结论：f(z) = z̄ 点点不可导！

而 f(z) = z̄ 在 C 上是处处连续的（前面已经验证过），所以“连续不一定可导”，而

且复平面上这种现象比实数轴上严重得多：实函数 |x| 只在一个点不可导，这里却是每

一个点都不可导。

例：f(z) = |z|2 = zz̄

设 f(z) = |z|2 = zz̄。任取 z0 ∈ C，当 z 6= z0 时，把分子拆成两项（减一项、加一

项）：
zz̄ − z0z̄0
z − z0

=
zz̄ − z0z̄ + z0z̄ − z0z̄0

z − z0
= z̄ + z0

z̄ − z̄0
z − z0

.

前一项 z̄ → z̄0（z̄ 是连续函数）；后一项中出现了刚刚研究过的
z̄ − z̄0
z − z0

=
∆z

∆z
，它是否

有极限要看系数 z0。
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• 当 z0 = 0 时，后一项的系数是 0，差商就是 z̄，而 |z̄| = |z| → 0，所以

lim
z→0

|z|2 − 0

z − 0
= 0,

即 f(z) = |z|2 在 0 处可导，f ′(0) = 0。

• 当 z0 6= 0 时，后一项 z0
∆z

∆z
在 ∆z → 0 时没有极限（因为 z0 6= 0，

∆z

∆z
没有

极限，乘上非零常数 z0 依然没有）。如果整个差商有极限 L，那么后一项等于(
差商

)
− z̄ → L− z̄0，也有极限，矛盾。所以 f(z) = |z|2 在 z0 处不可导。

结论：当 z0 = 0 时 f(z) 可导；当 z0 6= 0 时 f(z) 不可导。

补充说明：|z|2 = x2 + y2 作为 R2 上的实函数是无穷次可微的，却在复平面上只在

一个点可导。这说明复变函数“可导”（C-可导）是比实函数的可微强得多的条件。

注记：求导的四则运算法则

求导满足四则运算法则：设 f, g 在 z0 处可导，则 f±g、fg 在 z0 处可导，当 g(z0) 6= 0

时 f/g 也在 z0 处可导，并且

(f ± g)′ = f ′ ± g′, (fg)′ = f ′g + fg′,
(f
g

)′
=

f ′g − fg′

g2
.

此外，对于复合函数还有链式法则 (g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) f
′(z0)。

补充说明（以乘积法则为例）：当 z 6= z0 时

f(z)g(z)− f(z0)g(z0)

z − z0
= f(z)

g(z)− g(z0)

z − z0
+ g(z0)

f(z)− f(z0)

z − z0
.

令 z → z0：由“可导必连续”，f(z) → f(z0)；两个差商分别趋于 g′(z0)、f ′(z0)。所以右

边趋于 f(z0)g
′(z0) + g(z0)f

′(z0)。其余法则的证明与数学分析完全相同，只依赖于极限

的四则运算，所以公式的形式不变。

用实部、虚部判断可导：柯西–黎曼方程

问题

Question：是否可以利用实、虚部判断可导？

令 f(z) = u(x, y) + i v(x, y)（即 w = f(z)），z0 = x0 + iy0，其中 u, v 是 f 的实部、

虚部。

补充说明（思路）：假设 f 在 z0 处可导。可导意味着不论 ∆z 从哪个方向趋于 0，

差商的极限都相同，那就挑两个最简单的方向：水平方向（∆x → 0，∆y = 0）和竖直

方向（∆x = 0，∆y → 0），分别算出差商的极限，再令两者相等。
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水平方向

取 ∆z = ∆x（∆x ∈ R，∆y = 0），记

∆u = u(x0 +∆x, y0)− u(x0, y0), ∆v = v(x0 +∆x, y0)− v(x0, y0),

则
∆w

∆z
=

∆u+ i∆v

∆x
=

∆u

∆x
+ i

∆v

∆x
.

令 ∆x→ 0。因为 f 可导，上式左边有极限 f ′(z0)；而一个复数的极限存在当且仅当它

的实部、虚部的极限都存在（见前面“极限与实部、虚部的关系”），所以
∆u

∆x
、

∆v

∆x
的极

限都存在，也就是 u, v 关于 x 的偏导数存在，并且

=⇒ f ′(z0) = ux(x0, y0) + i vx(x0, y0).

竖直方向

取 ∆z = i∆y（∆y ∈ R，∆x = 0），此时 ∆u,∆v 是 y 方向的增量：∆u = u(x0, y0+

∆y)− u(x0, y0)，∆v 同理。利用
1

i
= −i，

∆w

∆z
=

∆u

i∆y
+ i

∆v

i∆y
=

∆v

∆y
− i

∆u

∆y
.

令 ∆y → 0，同理得到 u, v 关于 y 的偏导数存在，并且

=⇒ f ′(z0) = vy(x0, y0)− i uy(x0, y0).

极限唯一 =⇒ 柯西–黎曼方程

两个方向算出的都是同一个极限 f ′(z0)，而极限若存在则必唯一，所以

ux(x0, y0) + i vx(x0, y0) = vy(x0, y0)− i uy(x0, y0).

比较两边的实部与虚部，得到ux(x0, y0) = vy(x0, y0),

uy(x0, y0) = −vx(x0, y0).

定义：柯西–黎曼方程

称方程组

ux = vy, uy = −vx

为 Cauchy–Riemann 方程（简称 C-R 方程）。

结论（必要条件）：若 f = u+ iv 在 z0 处可导，则 u, v 在 (x0, y0) 处的四个一阶偏

导数都存在，并且满足 C-R 方程；此时

f ′(z0) = ux + i vx = vy − i uy = ux − i uy = vy + i vx

（所有偏导数都在 (x0, y0) 处取值；后两个等号由 C-R 方程代换得到）。
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用前面的例子检验

• f(z) = z2：u = x2 − y2，v = 2xy。ux = 2x = vy，uy = −2y = −vx，C-R 方程处处

成立；且 f ′(z) = ux + i vx = 2x+ 2iy = 2z，与前面直接用定义算出的结果一致。

• f(z) = z̄：u = x，v = −y。ux = 1，而 vy = −1，ux 6= vy，C-R 方程处处不成立，

所以处处不可导，和前面的结论一致。

• f(z) = |z|2：u = x2 + y2，v = 0。C-R 方程成为 2x = 0，2y = 0，只在原点 (0, 0)

处成立，所以 f 至多在原点处可导——这也与前面的结论吻合，并且比逐点用定义

判断方便得多。

注：C-R 方程只是必要条件

上面的推导只用了水平、竖直两个方向，所以 C-R 方程是可导的必要条件，但不是

充分条件：即使 C-R 方程成立，也不能由此断言可导。例如

f(z) =
√
|xy| (z = x+ iy), 即 u(x, y) =

√
|xy|, v(x, y) = 0,

在原点处：u 在两条坐标轴上恒为 0（u(x, 0) = u(0, y) = 0），所以

ux(0, 0) = lim
x→0

u(x, 0)− 0

x
= 0, uy(0, 0) = 0, vx(0, 0) = vy(0, 0) = 0,

从而 ux = vy = 0，uy = −vx = 0，C-R 方程在 (0, 0) 处成立。但差商

f(z)− f(0)

z − 0
=

√
|xy|

x+ iy

沿实轴（y = 0）和虚轴（x = 0）都恒为 0，而沿对角线 y = x > 0 时，
√
|xy| = x，差商

等于
x

x(1 + i)
=

1

1 + i
=

1− i

2
6= 0。不同方向的极限不一样，所以 f 在原点不可导，尽

管 C-R 方程在原点成立。

补充说明：要把 C-R 方程变成充分条件，还需要加上对 u, v 本身的“光滑性”要求。

一个常用的结论是：若 u, v 在 (x0, y0) 处（实）可微，并且满足 C-R 方程，则 f = u+ iv

在 z0 处可导。这就回答了本小节开头的问题：可以利用实、虚部判断可导，但需要“C-R
方程 + u, v 的可微性”两个条件，仅有 C-R 方程不够。（证明见下一小节。）

可导的充要条件

上一小节说明了：可导 =⇒ C-R 方程成立，但反过来不行。本小节给出完整的充要

条件，并证明它。
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预备一：o(∆z) 记号与可导的等价刻画

记 ∆z = z − z0，∆f = f(z0 +∆z) − f(z0)。称一个依赖于 ∆z 的复数量 r(∆z) 是

o(∆z)（∆z → 0 时），如果

lim
∆z→0

r(∆z)

∆z
= 0,

也就是
|r(∆z)|
|∆z|

→ 0。直观地说，它是比 ∆z 更高阶的小量。

命题：f 在 z0 处可导 ⇐⇒ 存在 A ∈ C，使得

∆f = A∆z + o(∆z),

并且此时 A = f ′(z0)。

证明：(=⇒) 若 f 可导，令 r(∆z) = ∆f − f ′(z0)∆z，则

r(∆z)

∆z
=

∆f

∆z
− f ′(z0) −→ 0,

即 ∆f = f ′(z0)∆z + o(∆z)。(⇐=) 若 ∆f = A∆z + o(∆z)，两边除以 ∆z 得
∆f

∆z
=

A+
o(∆z)

∆z
→ A，所以 f 可导且 f ′(z0) = A。 □

补充说明：这说明复变函数的“可导”和“可微”是一回事（这是一元函数的特点；实

多元函数里这两个概念不同）。∆f = f ′(z0)∆z + o(∆z) 的意思是：在 z0 附近，f 的增

量近似于“乘以一个复数 f ′(z0)”。

预备二：二元实函数的可微（数学分析 III）

设二元实函数 u(x, y) 在 (x0, y0) 附近有定义，记 ∆u = u(x0+∆x, y0+∆y)−u(x0, y0)，

ρ =
√

(∆x)2 + (∆y)2。若存在实数 A,B，使得

∆u = A∆x+B∆y + o(ρ) (ρ→ 0),

则称 u 在 (x0, y0) 处可微。此时必有 A = ux(x0, y0)，B = uy(x0, y0)（分别取 ∆y = 0、

∆x = 0 即得）。

回顾几个事实：偏导数在一点连续 =⇒ 可微 =⇒ 连续，且各偏导数存在；但反过

来都不成立。特别地，“偏导数存在”远弱于“可微”。

预备三：o(∆z) 与实部、虚部

设复数量 r = r1+ir2（r1, r2 为实数），注意 |∆z| = ρ。由前面的不等式 max{|r1|, |r2|} ≤
|r| ≤ |r1|+ |r2|，两边除以 ρ 得

r = o(∆z) ⇐⇒ r1 = o(ρ) 且 r2 = o(ρ).

即：复数的“高阶小量”，等价于它的实部、虚部都是高阶小量。
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定理

定理：设 f(z) = u(x, y) + i v(x, y) 在区域 D 内有定义，z0 = x0 + iy0 ∈ D。则 f(z)

在 z0 处可导的充要条件是：

(1) u(x, y) 与 v(x, y) 在 (x0, y0) 处可微（数学分析 III）；

(2) ux, uy, vx, vy 在 (x0, y0) 处满足 C-R 方程。

证明

(=⇒) 由条件（f 在 z0 处可导），由预备一，

∆f(z) = f ′(z0)∆z + o(∆z), 这里

∣∣∣∣o(∆z)

∆z

∣∣∣∣→ 0.

令 f ′(z0) = α+iβ（α, β ∈ R），并把 o(∆z) 记作 r。因为 ∆f = ∆u+i∆v，∆z = ∆x+i∆y，

所以

∆u+ i∆v = (α+ iβ)(∆x+ i∆y)+ r =
(
α∆x− β∆y

)
+ i
(
α∆y+ β∆x

)
+Re(r)+ i Im(r).

分别比较两边的实部与虚部，得

∆u = α∆x− β∆y + Re
(
o(∆z)

)
, ∆v = α∆y + β∆x+ Im

(
o(∆z)

)
.

由预备三，
Re
(
o(∆z)

)√
(∆x)2 + (∆y)2

→ 0,
Im
(
o(∆z)

)√
(∆x)2 + (∆y)2

→ 0,

即 Re(o(∆z))、Im(o(∆z)) 都是 o(ρ)。所以：

• ∆u = α∆x + (−β)∆y + o(ρ)，∆v = β∆x + α∆y + o(ρ)，由定义，u, v 在 (x0, y0)

处可微，这就是 (1)；

• 并且读出各偏导数：ux = α, uy = −β, vx = β, vy = α，于是 ux = vy，uy = −vx，
即 C-R 方程成立，这就是 (2)。

(⇐=) 由 (1)、(2) 可知：记 A = ux(x0, y0)，B = uy(x0, y0)（这里的 A,B 与上面的

α, β 无关，黑板上这两处都用了 α, β）。由 (1)，u 可微，

∆u = A∆x+B∆y + η1, η1 = o(ρ);

v 也可微，∆v = vx∆x + vy∆y + η2，η2 = o(ρ)。结合 (2) 中的 C-R 方程 vy = ux = A，

vx = −uy = −B，得

∆v = −B∆x+ A∆y + η2.

于是

∆f = ∆u+ i∆v =
(
A∆x+B∆y

)
+ i
(
− B∆x+ A∆y

)
+ (η1 + iη2).
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注意 (A− iB)(∆x+ i∆y) = A∆x+B∆y + i(−B∆x+ A∆y)，所以

∆f = (A− iB)∆z + (η1 + i η2).

由预备三，η1 + iη2 = o(∆z)。再由预备一，f 在 z0 处可导，并且

f ′(z0) = A− iB = ux(x0, y0)− i uy(x0, y0),

与前面算出的导数公式一致。 □

注记

(1) 几何意义。可微的意思是：在 (x0, y0) 附近，从 (∆x,∆y) 到 (∆u,∆v) 的映射

可以用一个实线性映射来近似，其矩阵是(
∆u

∆v

)
≈

(
ux uy

vx vy

)(
∆x

∆y

)
.

C-R 方程恰好说这个矩阵形如

(
α −β
β α

)
，而这样的矩阵作用在 (∆x,∆y)T 上，正是复

数乘法 (α + iβ)(∆x+ i∆y)（见证明中的展开）。所以定理的意思就是：可导 = 在实意

义下可微，并且这个线性近似恰好是“乘以一个复数”。

(2) 两个条件缺一不可，C-R 方程（必要非充分）不能代替可微性。水平、竖直两

个方向只能看到 C-R 方程；而可导要求所有方向的差商极限都相同，条件 (1) 起的作用

正是把其余方向也控制住。反例就是上一小节的 f(z) =
√
|xy|：

Re

Im

0 ∆z = ∆x：0

∆z = i∆y：0

∆z = ∆x+ i∆x： 1−i
2

沿水平、竖直方向差商都等于 0，所以 ux = uy = vx = vy = 0，C-R 方程成立；但令

∆z = ∆x+ i∆x（沿对角线，∆x > 0）时，
√
|xy| = ∆x，差商等于

1− i

2
6= 0，所以不可

导。按定理，这说明该函数在原点处不满足条件 (1)。事实上可以直接验证 u =
√
|xy|在

(0, 0) 处不可微：若可微，由 ux = uy = 0 应有 u(x, y) = o(
√

x2 + y2)，但在 y = x > 0

上 u = x =

√
x2 + y2√

2
，比值是常数

1√
2
，不趋于 0。所以 u 虽然在原点处偏导数存在，

却不可微。
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推论

推论：假设同上（f(z) = u(x, y)+ i v(x, y) 在区域 D 内有定义，z0 = x0+ iy0 ∈ D）。

若以下两个条件满足：

(1) u(x, y) 与 v(x, y) 在点 (x0, y0) 的某邻域内存在连续的一阶偏导数；

(2) ux, uy, vx, vy 满足 C-R 方程（在 (x0, y0) 处）；

则 f(z) 在点 z0 处可导。

证明：由数学分析 III 的结论，若二元函数的偏导数在某点的邻域内存在，并且在

该点连续，则函数在该点可微。因此由本推论的 (1)，u, v 在 (x0, y0) 处可微，即上面定

理的条件 (1) 成立；本推论的 (2) 就是定理的条件 (2)。由定理，f 在 z0 处可导。 □
补充说明：与定理相比，推论把“可微”这个较难直接验证的条件，换成了“偏导数连

续”这个只需要求偏导数、看连续性的条件，所以是判断可导最常用的办法。特别地，若

u, v 在区域 D 内的四个一阶偏导数都连续，并且在 D 内处处满足 C-R 方程，则 f 在

D 内处处可导。

例：f(z) = z2，u = x2 − y2，v = 2xy，偏导数都是多项式（连续），C-R 方程处处

成立，所以 z2 在 C 上处处可导，f ′(z) = ux − i uy = 2x + 2iy = 2z。又如 f(z) = |z|2：
u = x2 + y2，v = 0 的偏导数处处连续，故条件 (1) 处处成立；C-R 方程只在原点成立，

所以只在原点可导，f ′(0) = ux − iuy

∣∣
(0,0)

= 0，与前面直接用定义算出的结果一致。

解析函数

定义

设 f(z) 在点 z0 的某邻域 E 内有定义。若存在一个更小的邻域 D ⊆ E（D 仍是 z0

的邻域，例如取以 z0 为圆心的更小的开圆盘），使得 f(z) 在 D 中点点可导，则称 f(z)

在点 z0 处解析。

补充说明：注意区别：“在 z0 处可导”只是对 z0 这一个点的要求；“在 z0 处解析”则

要求 f 在 z0 的整个邻域里处处可导，是一个“局部”的性质。如果 f 在点集 S 的每一点

处都解析，就称 f 在 S 上解析；在区域内解析的函数称为解析函数（也叫全纯函数）。

如果 f 在 z0 处不解析，z0 常被称为 f 的奇点。

注记

(1) 对于一个定点 z0：

f 在 z0 处解析 =⇒ f 在 z0 处可导, 反过来不成立。

正推是显然的：解析要求 z0 的邻域里点点可导，z0 本身就在这个邻域里。反过来的反

例就是 f(z) = |z|2：前面算过它在 z = 0 处可导（f ′(0) = 0），但在 0 的任何邻域内，除
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了 0 以外的每一点都不可导，所以 f(z) = |z|2 在 0 处不解析。事实上 |z|2 在 C 的每一

点都不解析：它的可导点集只有 {0}，没有任何点的邻域整个落在可导点集中。

(2) 对于区域：
点点解析 ⇐⇒ 点点可导.

区域是开集，所以若 f 在区域 D 内点点可导，则对任一 z0 ∈ D，存在以 z0 为圆心的开

圆盘包含于 D，f 在这个圆盘里点点可导，即 f 在 z0 处解析；反过来，点点解析当然

点点可导。所以“在区域 D 内解析”与“在 D 内处处可导”是同一件事。（只有对单个点，

解析与可导才有区别。）

例

• 多项式在整个复平面 C 上解析（在全平面解析的函数称为整函数）；有理函数

P (z)/Q(z) 在使 Q(z) 6= 0 的点处解析，例如 f(z) =
1

z
在 C \ {0} 上解析，z = 0 是

它的奇点。

• f(z) = z̄ 处处不可导，所以处处不解析；f(z) = |z|2 只在 z = 0 处可导，但处处不

解析。

• 由求导的四则运算法则，若 f, g 在同一个区域 D 内解析，则 f ± g、fg 在 D 内解

析，f/g 在 D 内使 g 6= 0 的点处解析。

• 由前面的推论：若 u, v 在区域 D 内有连续的一阶偏导数并满足 C-R 方程，则

f = u+ iv 在 D 内解析。

例：f(z) = ex(cos y + i sin y)

设 f(z) = ex(cos y + i sin y)（z = x+ iy）。则

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y,

四个一阶偏导数为

ux = ex cos y, uy = −ex sin y, vx = ex sin y, vy = ex cos y.

它们在整个 R2 上连续，并且 ux = vy，uy = −vx 处处成立。由前面的判别法（推论），

f(z) 在 C 上处处可导，并且处处解析。

（C 是区域，点点可导即点点解析。）导数为

f ′(z) = ux + i vx = ex cos y + i ex sin y = f(z).

补充说明：这个函数就是后面要学习的指数函数 ez：由 Euler 公式 eiy = cos y+i sin y，

ex(cos y + i sin y) = exeiy = ex+iy = ez。上面的计算说明 (ez)′ = ez，与实变量的情形一

模一样。
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整函数

定义：在复平面上处处解析的函数称为整函数（entire function）。
例：多项式函数是整函数（前面已经说明多项式在 C 上点点可导，因此处处解析）。

上面的 ez 也是整函数。

补充说明：整函数的范围比多项式大：ez 不是多项式。而 f(z) =
1

z
在 z = 0 处没

有定义，不是整函数。

例：导数恒为零的解析函数是常值函数

设 f(z) 是定义在区域 D 上的解析函数，且 f ′(z) = 0（∀z ∈ D）。问：f(z) 是不是

常值函数？

答：是。这里要用到数学分析 III 的结论。

证明：记 f = u+ iv。解析函数在 D 内点点可导，所以由前面的结果

f ′(z) = ux + i vx = vy − i uy, ux = vy, uy = −vx.

由 f ′(z) = 0，实部与虚部都为 0，得 ux = vx = 0，并且 vy = uy = 0。于是在 D 内

ux = uy = vx = vy = 0.

四个偏导数都恒为零（当然连续），所以 u, v 在 D 内可微。现在任取 D 内两点 z1, z2。

因为 D 是区域（连通的开集），存在完全落在 D 内的折线连接 z1 与 z2。取折线上的一

条线段 [p, q] ⊂ D，令 g(t) = u
(
p+ t(q − p)

)
，t ∈ [0, 1]，由链式法则

g′(t) = ux ·∆x+ uy ·∆y = 0 (∆x+ i∆y = q − p),

所以一元函数 g 是常数，即 u(p) = u(q)。沿折线逐段下去，得 u(z1) = u(z2)。同理

v(z1) = v(z2)。因此 f(z1) = f(z2)，f 是常值函数。 □
补充说明：“连通”这个条件不可少。例如 D = {|z| < 1} ∪ {|z − 3| < 1} 不连通，f

在第一个圆盘里取 0、在第二个圆盘里取 1，f ′ ≡ 0，但 f 不是常值函数。这也是为什

么区域的定义要求“连通”。

用 z 与 z̄ 来代替 x 与 y

回顾

由 z = x+ iy,

z̄ = x− iy
=⇒


x =

z + z̄

2
,

y =
z − z̄

2i
.
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可以用 z, z̄ 来代替 x, y 作为“自变量”。形式上，微分也有

dx =
1

2

(
dz + dz̄

)
, dy =

1

2i

(
dz − dz̄

)
.

补充说明：这里的“形式上”，指的是把 z 与 z̄ 当作可以相互独立地变化的两个变量

来做代换和运算。因为 (x, y) 与 (z, z̄) 只是同一个平面上两套可以相互转换的坐标，这

样做在计算上是合理的。

全微分的复形式

设 f(z) = u(x, y) + i v(x, y) 作为 (x, y) 的函数可微，则

df(z) = ∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

把上面的 dx, dy 代入，合并 dz 与 dz̄ 的系数（利用
1

i
= −i）：

df(z) = 1

2

(∂f
∂x
− i

∂f

∂y

)
dz + 1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
dz̄.

形式偏导数 ∂/∂z 与 ∂/∂z̄

形式上记
∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂x
− i

∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
则全微分可以简洁地写成

df =
∂f

∂z
dz + ∂f

∂z̄
dz̄.

补充说明：这两个算子正是把 f 看成 z, z̄ 的函数后，按链式法则对 z、z̄ 求偏导：

由 x = z+z̄
2

，y = z−z̄
2i

有
∂x

∂z
=

1

2
，

∂y

∂z
=

1

2i
，

∂x

∂z̄
=

1

2
，

∂y

∂z̄
= − 1

2i
，所以

∂f

∂z
=

∂f

∂x
· 1
2
+

∂f

∂y
· 1
2i

=
1

2

(∂f
∂x
− i

∂f

∂y

)
,

∂f

∂z̄
同理。

C-R 方程的复形式

结论（Poincaré，1899）：

C-R 方程 ⇐⇒ ∂f

∂z̄
= 0.

证明：把 f = u+ iv 代入，

∂f

∂z̄
=

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
=

1

2

[
(ux + i vx) + i (uy + i vy)

]
=

1

2

[
(ux − vy) + i (vx + uy)

]
.
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实部 ux − vy 与虚部 vx + uy 同时为 0，恰好就是 ux = vy，uy = −vx。 □
补充说明：

∂f

∂z̄
= 0 的意思是：f 的表达式里“不含 z̄”，只依赖于 z。此外，若 f 满

足 C-R 方程，则

∂f

∂z
=

1

2

[
(ux + i vx)− i(uy + i vy)

]
=

1

2

[
(ux + vy) + i(vx − uy)

]
= ux + i vx = f ′(z),

于是 df = f ′(z) dz，与一元函数中 df = f ′(x) dx 的写法完全一致。

例

• f(z) = z：
∂z

∂z
= 1，

∂z

∂z̄
= 0，满足 C-R 方程，f ′(z) = 1。f(z) = z2：

∂z2

∂z̄
= 0，

∂z2

∂z
= 2z = f ′(z)。

• f(z) = z̄：
∂z̄

∂z̄
= 1 6= 0，所以不满足 C-R 方程，处处不可导。

• f(z) = |z|2 = zz̄ = x2 + y2：
∂f

∂z̄
=

1

2
(2x + i · 2y) = z，只在 z = 0 处为零，与前面

的结论一致：|z|2 只在原点处可导。

• f(z) = ex(cos y + i sin y)：直接计算得
∂f

∂z̄
≡ 0，并且

∂f

∂z
= f。

补充说明：如果 u, v 在区域 D 内有连续的一阶偏导数，并且
∂f

∂z̄
≡ 0，那么由前面

的推论，f 在 D 内解析。

1.4 初等解析函数

回顾与引入

前面我们已经知道了什么是解析函数，也见过两类最简单的例子：多项式（整函数）

以及 ex(cos y + i sin y)。这一节把一元微积分里最常用的初等函数——指数函数、正弦

函数、余弦函数——推广到复变量，并研究它们保留了哪些熟悉的性质，又出现了哪些

新的现象。

推广的原则是：限制到实轴上时，必须和原来的实函数一致；同时希望它在整个复

平面上是解析的。

指数函数

定义

对 z = x+ iy，定义

ez := ex+iy = ex (cos y + i sin y)
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称之为复指数函数。

补充说明：这个定义有两层含义。其一，ex 是我们熟悉的实指数函数，它给出 ez

的模；其二，cos y + i sin y 是单位圆上辐角为 y 的点，它给出 ez 的方向。也就是说 ez

的极坐标形式就是

ez = ex ·
(

cos y + i sin y
)
, |ez| = ex, arg ez = y (mod2π).

性质 1) 与实指数函数一致

ex+0i = ex.

证明：取 y = 0，ex+0i = ex(cos 0 + i sin 0) = ex。 □
补充说明：这正说明复指数函数是实指数函数的推广：限制在实轴上，两者相同。

性质 2) Euler 公式

eiy = cos y + i sin y (y ∈ R).

证明：取 x = 0，e0+iy = e0(cos y + i sin y) = cos y + i sin y。 □

性质 3) 模

|ez| = eRe z.

证明：|ez| = |ex| · | cos y + i sin y| = ex
√

cos2 y + sin2 y = ex。 □
补充说明：由此 |ez| = ex > 0，所以 ez 永远不等于 0。

性质 4) 导数

(ez)′ = ez, ez 是整函数.

证明：记 u = ex cos y，v = ex sin y，则

ux = ex cos y, vy = ex cos y, uy = −ex sin y, vx = ex sin y.

所以 ux = vy，uy = −vx，C-R 方程在整个复平面成立；又四个偏导数处处连续，由前

面的推论 ez 在 C 上处处可导，并且

(ez)′ = ux + i vx = ex cos y + i ex sin y = ez.□

补充说明：这与上一节例子里的计算是同一个：(ez)′ = ez 与实变量的形式完全一

样。
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性质 5) 加法定理

ez1+z2 = ez1 · ez2 .

证明：设 z1 = x1 + iy1，z2 = x2 + iy2，则

ez1ez2 = ex1ex2 (cos y1 + i sin y1)(cos y2 + i sin y2).

展开括号并用三角函数的和角公式：

(cos y1 + i sin y1)(cos y2 + i sin y2) = (cos y1 cos y2 − sin y1 sin y2) + i(sin y1 cos y2 + cos y1 sin y2)

= cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2).

再注意 ex1ex2 = ex1+x2，所以

ez1ez2 = ex1+x2
(

cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)
)
= e(x1+x2)+i(y1+y2) = ez1+z2 .□

补充说明：这条性质的“套路”就是：指数部分相乘等于指数相加，角度部分（复数

乘法时辐角相加）也恰好相加。这也是复数乘法的几何意义（模相乘、辐角相加）的另

一种写法。

性质 6) 周期性（新现象）

ez 是周期函数，2kπi (k ∈ Z, k 6= 0) 是它的周期，即

ez+2kπi = ez.

证明：由性质 5)，

ez+2kπi = ez · e2kπi = ez (cos 2kπ + i sin 2kπ) = ez.□

补充说明：这是复指数函数和实指数函数的本质区别：实指数函数 ex 严格单调递

增，不可能是周期函数；而 ez 沿虚轴方向每隔 2π 就重复一次。这个周期性的根源是

eiy = cos y + i sin y 绕着单位圆转圈。

反过来，如果 eT = 1，那么 |eT | = eReT = 1 推出 ReT = 0，再由 cos(ImT ) = 1 推

出 ImT = 2kπ。所以 ez 的全部周期就是 2kπi。

性质 7) lim
z→∞

ez 不存在

证明：让 z 沿着实轴趋于 ∞：当 z = x → +∞ 时 ex → +∞（即 |ez| → ∞）；当

z = x→ −∞ 时 ex → 0。两条路径上的极限不同，所以 z →∞ 时 ez 没有极限。 □
补充说明：注意这里还不能说成“极限为 ∞”：沿着负实轴，ez → 0。再看沿虚轴

z = iy 的路径，|eiy| = 1 始终在单位圆上打转，这是第三种行为。这再次体现了复变量

的极限必须与趋近方式无关。
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图像：w = ez 把什么变成什么

复变函数没法像实函数那样画一条图像曲线（输入、输出各占一个平面，总共需要

四维）。所以我们分别画出 z 平面和 w 平面，看看 z 平面里的图形被 w = ez 送到了哪

里。

由 |w| = ex，argw = y，有：

• z 平面上x 固定的竖直线 x = x0：模长 |w| = ex0 不变，辐角 y 从 −∞ 到 +∞ 变

化，所以像是以原点为圆心、半径 ex0 的圆（y 每增加 2π 绕一圈；这就是周期性）；

• z 平面上y 固定的水平线 y = y0：辐角 argw = y0 不变，模长 ex 从 0 到 +∞ 变化，

所以像是从原点出发的射线 argw = y0（不含原点）。

下图取矩形 −1
2
≤ x ≤ 1

2
，0 ≤ y ≤ 1：它被 ez 送到一个“圆环的一小块”（模长在

e−1/2 与 e1/2 之间，辐角在 0 与 1 弧度之间），这块区域跨过单位圆（因为 x = 0 在矩

形里，对应 |w| = 1）。

x

y
z 平面

x = x0

y = y0
w = ez

u

v

w 平面

|w| = 1

|w| = ex0

argw = y0

补充说明：把整条水平带形区域 {0 ≤ y < 2π} 看成一个整体：对任意 w 6= 0，令

x = ln |w|，y = argw，就有 ex+iy = w。所以 ez 把这条带形区域一一地映满“去掉原点

的整个 w 平面”；整个 z 平面则一圈一圈、反复地覆盖 w 平面（每层相差 2πi）。

例：Euler 恒等式与一个小故事

例：Euler 恒等式

在性质 2) 中取 y = π：

eiπ + 1 = 0

证明：eiπ = cos π + i sin π = −1。 □
补充说明：这个等式把数学中最重要的五个常数 e, i, π, 1, 0 放进了一个公式。
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Story：Lindemann（1882）

先回顾两个概念：如果一个数是某个整系数非零多项式的根，就称它为代数数（如
√
2、i、1+

√
3 i

2
都是代数数）；不是代数数的数称为超越数。

Lindemann 定理（1882）：若 α 6= 0 是代数数，则 eα 是超越数。

补充说明（这个定理和 Euler 恒等式有什么关系）：假设 π 是代数数。因为 i 也是代

数数，两个代数数的乘积还是代数数，所以 iπ 是（非零的）代数数。于是由 Lindemann
定理，eiπ 是超越数。但是 Euler 恒等式告诉我们 eiπ = −1 是一个代数数（它是多项式

x+ 1 的根），矛盾！所以 π 是超越数。

补充说明：这是 Lindemann 在 1882 年证明 π 是超越数的方式。由此得到了著名的

几何结论：古希腊的化圆为方问题（用直尺和圆规作出与已知圆面积相等的正方形）是

不可能的。再取 α = 1 又得到 e 是超越数（Hermite，1873）。

三角函数

定义

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2

分别称为复正弦函数与复余弦函数。

补充说明：这个定义从哪里来？在实数情形，由 Euler 公式 eix = cosx + i sinx 与

e−ix = cosx− i sinx 相加减，就得到

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

复数情形直接用这两个式子作为定义（因为右边对任意复数 z 都有意义）。作为推论，

Euler 公式对一切复数 z 都成立：

cos z + i sin z =
eiz + e−iz

2
+

eiz − e−iz

2
= eiz.

双曲函数及其与三角函数的关系

和三角函数的定义类似，用 ez 与 e−z（而不是 eiz 与 e−iz）来组合，就得到双曲函

数：

sinh z =
ez − e−z

2
, cosh z =

ez + e−z

2
, tanh z =

sinh z

cosh z

分别称为双曲正弦、双曲余弦、双曲正切函数。取 z = x 为实数，就是微积分里学过的

实双曲函数，所以这也是实双曲函数的推广。

补充说明：sinh z, cosh z 是整函数（指数函数的线性组合），并且

(sinh z)′ = cosh z, (cosh z)′ = sinh z, cosh2 z − sinh2 z = 1,
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它们都以 2πi 为周期（因为 ez 以 2πi 为周期），sinh z 是奇函数，cosh z 是偶函数。

双曲函数与三角函数的关系：对任意复数 z，

sin(iz) = i sinh z, cos(iz) = cosh z, sinh(iz) = i sin z, cosh(iz) = cos z

证明：代入定义，注意
1

i
= −i：

sin(iz) = ei·iz − e−i·iz

2i
=

e−z − ez

2i
= i

ez − e−z

2
= i sinh z, cos(iz) = e−z + ez

2
= cosh z.

类似地，sinh(iz) = eiz − e−iz

2
= i · e

iz − e−iz

2i
= i sin z，cosh(iz) = eiz + e−iz

2
= cos z。□

补充说明：换句话说，在复数范围内，三角函数与双曲函数其实是同一族函数，只

差一个“旋转 90◦”（把自变量乘以 i）。这也解释了为什么两者的公式如此相似：例

如把 cos2 z + sin2 z = 1 中的 z 换成 iz，由 cos(iz) = cosh z，sin(iz) = i sinh z 得

cosh2 z + (i sinh z)2 = 1，也就是 cosh2 z − sinh2 z = 1。

一般点 z = x+ iy 处的值：由和角公式 sin(x+ iy) = sinx cos(iy) + cosx sin(iy) 以

及上面的关系，

sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y, cos(x+ iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y.

由此（用 cosh2 y = 1 + sinh2 y）可以算出模：

| sin z|2 = sin2 x+ sinh2 y, | cos z|2 = cos2 x+ sinh2 y.

补充说明：这两个公式一下子说明了很多事情：当 |y| → ∞ 时 sinh2 y →∞，所以

sin z, cos z 无界；sin z = 0 当且仅当 sinx = 0 且 sinh y = 0，即 z = kπ 为实数（cos z 的

零点同理）。后面的性质 6) 与各个例题可以用它来核对。

性质 1) 与实三角函数一致

sin(x+ 0i) = sinx, cos(x+ 0i) = cosx.

证明：以正弦为例，sinx =
eix − e−ix

2i
就是上面已经说过的实数情形的 Euler 公式。

余弦同理。 □
补充说明：与指数函数的情形一样，复三角函数是实三角函数的推广。

性质 2) sin z, cos z 是整函数

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z.
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证明：eiz 与 e−iz 都是整函数（ez 的复合），所以它们的线性组合 sin z, cos z 也是整

函数。由链式法则 (eiz)′ = ieiz，(e−iz)′ = −ie−iz，所以

(sin z)′ =
1

2i

(
ieiz − (−i)e−iz

)
=

eiz + e−iz

2
= cos z,

(cos z)′ = 1

2

(
ieiz + (−i)e−iz

)
=

i

2

(
eiz − e−iz

)
= −eiz − e−iz

2i
= − sin z.□

补充说明：这里用到的链式法则 (f(g(z)))′ = f ′(g(z))g′(z) 与实变量完全相同（证

明也完全相同，这里不再重复）。最后一步用到了
i

2
= − 1

2i
。

性质 3) 奇偶性

sin z 是奇函数，cos z 是偶函数：

sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z.

证明：把 z 换成 −z，eiz 与 e−iz 互换位置：sin(−z) = e−iz − eiz

2i
= − sin z；cos(−z) =

e−iz + eiz

2
= cos z。 □

性质 4) 周期性

sin z 与 cos z 都是周期函数，2kπ (k ∈ Z, k 6= 0) 是它们的周期。

证明：由指数函数的周期性，ei(z+2kπ) = eize2kπi = eiz，同理 e−i(z+2kπ) = e−iz。代入

定义式即得 sin(z + 2kπ) = sin z，cos(z + 2kπ) = cos z。 □

性质 5) 三角恒等式均成立

实数范围内成立的三角恒等式，对复数仍然成立，例如

sin2 z + cos2 z = 1, sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2,

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2, sin 2z = 2 sin z cos z.

证明（以前两个为例）：代入定义，

sin2 z + cos2 z =
−(e2iz − 2 + e−2iz)

4
+

e2iz + 2 + e−2iz

4
=

4

4
= 1.

对于和角公式，把 sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2 的四个指数函数写出来：

(eiz1 − e−iz1)(eiz2 + e−iz2)

4i
+

(eiz1 + e−iz1)(eiz2 − e−iz2)

4i

=
2eiz1eiz2 − 2e−iz1e−iz2

4i
=

ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

2i
= sin(z1 + z2),

这里用了 eiz1eiz2 = ei(z1+z2)（性质 5) 加法定理）。其他恒等式的证明类似。 □
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性质 6) | sin z| ≤ 1、| cos z| ≤ 1 不再成立（新现象）

补充说明：在实数范围内 | sinx| ≤ 1、| cosx| ≤ 1，但对复数这两个不等式不成立。

事实上取 z = iy（y 为实数），由定义（这正是上面 sin(iz) = i sinh z，cos(iz) = cosh z

的特殊情形）

sin(iy) = e−y − ey

2i
= i

ey − e−y

2
= i sinh y, cos(iy) = e−y + ey

2
= cosh y.

当 y →∞ 时 | sin(iy)| = sinh y →∞，cosh y →∞。所以 sin z, cos z 在复平面上是无界

的。（这与后面将学到的结论一致：有界的整函数必为常数；sin z、cos z 既不是常数，当

然就是无界的。）

例：sin i 与 cos i

由定义，取 z = i，则 eiz = ei·i = e−1，e−iz = e1 = e，所以

sin i =
e−1 − e

2i
= i

e− e−1

2
≈ 1.1752 i, cos i = e−1 + e

2
≈ 1.5431.

补充说明：| sin i| ≈ 1.175 > 1，cos i ≈ 1.543 > 1，再次说明复三角函数不再被 1 所

限制。

例：解方程 sin z =
1

2

解：由定义，方程化为
eiz − e−iz

2i
=

1

2
.

令 w = eiz，则 e−iz = w−1，方程化为

w − w−1 = i =⇒ w2 − iw − 1 = 0.

解这个关于 w 的一元二次方程：

w =
i±
√
−1 + 4

2
=

i±
√
3

2
.

这两个根的模都是 1：|w|2 = 3 + 1

4
= 1；辐角分别是

π

6
（对应 w =

√
3 + i

2
）和

5π

6
（对

应 w =
−
√
3 + i

2
）。

u

v

√
3 + i

2

−
√
3 + i

2 π
6
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再回到未知数 z = x+ iy：

eiz = w = ei(x+iy) = e−y+ix.

取模得 |w| = e−y。因为 |w| = 1，所以 e−y = 1，即 y = 0。于是 z 是实数 x，eix = w，

所以 x 就是 w 的辐角（相差 2kπ）：

x =
π

6
+ 2kπ 或 x =

5π

6
+ 2kπ, k ∈ Z.

因此原方程的全部解为

z =
π

6
+ 2kπ 或 z =

5π

6
+ 2kπ, k ∈ Z

□
补充说明：有意思的是，虽然 sin z 在复平面上是无界的，方程 sin z =

1

2
却没有非

实数的解，所有的解就是实数范围内原有的那些。但这并不总是如此：例如 sin z = 2 就

没有实数解，它的解是 z =
π

2
+ 2kπ ± i ln(2 +

√
3)（k ∈ Z）。解法与上面完全一样：令

w = eiz 化成关于 w 的一元二次方程，再由 w = e−y+ix 的模和辐角分别求出 y 与 x。

例：解方程 cos z = 2

解：由定义，方程化为
eiz + e−iz

2
= 2.

令 w = eiz，则 e−iz = w−1，方程化为

w + w−1 = 4 =⇒ w2 − 4w + 1 = 0 =⇒ w =
4±
√
12

2
= 2±

√
3.

这两个根都是正实数（并且 (2 +
√
3)(2−

√
3) = 1）。再令 z = x+ iy，则

eiz = e−y+ix = e−y(cosx+ i sinx).

要使它等于正实数 2±
√
3，模与辐角必须分别相等：

e−y = 2±
√
3, cosx+ i sinx = 1.

于是

x = 2kπ, y = − ln(2±
√
3) (k ∈ Z),

这里的 ln 是实数范围内的对数（大一学的对数函数）。由于 2−
√
3 =

1

2 +
√
3
，− ln(2−

√
3) = ln(2 +

√
3)，所以方程的全部解可以合写成

z = 2kπ ± i ln
(
2 +
√
3
)
, k ∈ Z

□
补充说明：与 sin z =

1

2
的例子对照：实数范围内 cosx = 2 无解，但复数范围

内有解，而且解都落在直线 x = 2kπ 上。验证：cos(iy) = cosh y，令 cosh y = 2 得

y = ± ln(2 +
√
3)，再平移 2kπ 就是上面的结果。
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其他三角函数

类似地，可以定义

tan z =
sin z

cos z , cot z =
cos z
sin z

, sec z =
1

cos z , csc z =
1

sin z
,

它们在分母不为零的点处解析（商的求导法则）。

补充说明：cos z 的零点只有实数
π

2
+kπ：cos z = 0 即 w2+1 = 0（w = eiz），w = ±i，

|w| = e−y = 1 推出 y = 0，其余步骤与前面的例子完全一样。同理 sin z 的零点只有 kπ。

所以 tan z 在 z 6= π

2
+ kπ 处解析，cot z 在 z 6= kπ 处解析。

1.5 初等多值函数

回顾与引入

上一节我们研究了初等函数 ez, cos z, sin z。这一节要研究它们的“反函数”。

在实数范围内，ex 是严格单调的，所以它有反函数 lnx。但在复数范围内，ez 是周

期函数（周期为 2kπi），ez 取同一个值的点有无穷多个，因此“反函数”不再是一个普通

的函数：一个 z 会对应许多个 w。同样地，wn = z 的解有 n 个，所以根式 n
√
z 也有 n

个值。

像这样，对定义域中的一个 z，对应不止一个函数值的对应关系，称为多值函数。（我

们此前讨论的函数都是单值函数。）这一节的主要任务就是：怎样把多值函数“理顺”，用

单值函数的办法去研究它。

约定：以下用 arg z 表示辐角的主值，即满足 −π < arg z ≤ π 的那个辐角；用 Arg z
表示 z 的全部辐角的集合：

Arg z = {arg z + 2kπ : k ∈ Z}.

对数函数

定义

规定对数函数为指数函数的反函数。即：若

ew = z (z 6= 0, z 6=∞),

则称 w 为 z 的对数，记为 Ln z（它是一个集合）。

补充说明：为什么要排除 z = 0 与 z =∞？因为 |ew| = eRew > 0，所以 ew 永远不

会等于 0，也不会等于 ∞，0 与 ∞ 没有对数。
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Ln z 的计算

令 z = reiθ（r = |z| > 0），w = u+ iv。则

ew = eueiv = reiθ.

两个复数相等，模相等、辐角相差 2π 的整数倍：

eu = r, v = θ + 2kπ (k ∈ Z).

于是 u = ln r = ln |z|（这是实数的对数，就是大一学过的对数函数），所以

Ln z = ln |z|+ i Arg z = ln |z|+ i(arg z + 2kπ), k ∈ Z

注记：对数函数多值的原因，来自于辐角的多值性！ln |z| 是实数的对数，是单值

的；虚部 Arg z 每个 z 有无穷多个取值，彼此相差 2π 的整数倍，所以 Ln z 的任意两个

值也相差 2πi 的整数倍。

研究多值函数的两种方式

(1) 通过规定辐角的范围，得到单值函数。例如规定辐角取 (−π, π]，就得到了单值函

数（对数函数的主值，见下面）。这种做法是把 Ln z 的无穷多个值中挑出一个，作

为“代表”。

(2) 构造新的“定义域”（由 B. Riemann 提出）。不去挑选，而是把函数的定义域本身改

造一下，使得多值函数在新的定义域上变成单值函数。这样得到的新定义域称为黎

曼面（Riemann surface），见本节后面。

对数函数的主值

定义

规定辐角取主值 −π < arg z ≤ π，得到一个单值函数

ln z = ln |z|+ i arg z (−π < arg z ≤ π),

称为 Ln z 的主值。于是 Ln z 的全部值是 ln z 加上 2πi 的整数倍：

Ln z = ln z + 2kπi, k ∈ Z.

特别地，当 z 是正实数时，ln z = ln |z| 就是原来的实对数函数，这说明主值是实对数函

数的推广。
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图像：不满意的地方

主值 ln z 的实部 ln |z| 在 z 6= 0 处是连续的。问题出在虚部 arg z 上：

x

y

负实轴

z+

z−

arg z+ ≈ π

arg z− ≈ −π

负实轴上的点 z0 = −a (a > 0) 的辐角主值是 π。但如果 z 从上方趋于 z0，arg z → π；

如果从下方趋于 z0，arg z → −π。两个极限不同，所以 arg z，从而 ln z，在负实轴上失

去连续性（虚部有 2π 的“跳跃”）。原点本来就不在定义域里。

解决办法：割开复平面

既然问题出在负实轴上，我们就去掉负实轴（连同原点）：在

D = C \ (−∞, 0] = {z ∈ C : −π < arg z < π}

上，arg z 是连续函数，于是 ln z 成为连续的单值函数。这就是所谓“割开复平面”：沿着

负实轴把平面剪开，不允许 z 穿过这条割线。

补充说明：割线并不一定要取负实轴：取任意一条从原点出发、伸向无穷远的射线

（甚至一条曲线）都可以；取负实轴是最常用的选择。不同的割法，得到的是 Ln z 的不

同单值分支。

验证解析性：极坐标下的柯西—黎曼方程

在 D 上，ln z = ln r + iθ（z = reiθ，−π < θ < π）。要验证它解析，用极坐标比用

直角坐标方便得多。为此先导出极坐标形式的 C-R 方程。

预备：极坐标下的 C-R 方程

设 f(z) = u+ iv，z = reiθ = r cos θ + ir sin θ（r > 0），u, v 看成 (r, θ) 的函数。由

链式法则（x = r cos θ，y = r sin θ）：

ur = ux cos θ + uy sin θ,
uθ

r
= −ux sin θ + uy cos θ,
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v 同理。写成矩阵形式，记 R =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
（旋转矩阵），则

(
ur

uθ/r

)
= R

(
ux

uy

)
,

(
vr

vθ/r

)
= R

(
vx

vy

)
.

记 J =

(
0 −1
1 0

)
（旋转 90◦）。直角坐标的 C-R 方程 ux = vy, uy = −vx 恰好写成(

vx

vy

)
= J

(
ux

uy

)
。两边同时左乘旋转矩阵 R，并利用两个旋转矩阵可交换（RJ = JR），

得 (
vr

vθ/r

)
= J

(
ur

uθ/r

)
=

(
−uθ/r

ur

)
.

由于 R 可逆，上述推导每一步都可以倒着走，所以这是一个等价的条件：

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

这就是极坐标形式的（“新的”）C-R 方程。

补充说明：在 r > 0 处，(r, θ) 7→ (x, y) 是光滑的变量替换，Jacobi 行列式为 r 6= 0，

所以 u, v 关于 (x, y) 有连续偏导数，等价于关于 (r, θ) 有连续偏导数。因此，由前面的

推论：若 u, v 关于 (r, θ) 有连续偏导数且满足上面的极坐标 C-R 方程，则 f 在该点可

导。

补充说明（导数公式）：此时还有

f ′(z) = e−iθ (ur + i vr).

这是因为 ur + ivr = (ux+ ivx) cos θ+(uy + ivy) sin θ，再用 C-R 方程 uy = −vx，vy = ux，

得 ur + ivr = (ux + ivx)(cos θ + i sin θ) = f ′(z) eiθ。

用来验证 ln z

在 D 上 u = ln r，v = θ，

ur =
1

r
, uθ = 0, vr = 0, vθ = 1,

所以 ur =
1

r
vθ，vr = −

1

r
uθ（两个都成立），并且四个偏导数在 D 内都连续。因此 ln z

在 D 内解析，且

(ln z)′ = e−iθ
(1
r
+ i · 0

)
=

1

reiθ
=

1

z
.
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结论

ln z = ln |z|+ i arg z (−π < arg z < π) 是D 内的解析函数， (ln z)′ =
1

z

补充说明：这个导数公式与实变量的 (lnx)′ =
1

x
完全一样。它也可以由反函数求导

法“形式地”得到：ew = z 两边对 z 求导，ew · w′ = 1，所以 w′ =
1

ew
=

1

z
。

补充说明（各个分支）：对每个固定的整数 k，

ln z + 2kπi, z ∈ D

也是 D 内的单值解析函数，导数同样是
1

z
。它们称为 Ln z 的分支；k = 0 就是主值分

支。这就是“固定 k，割开复平面”的处理方式：割开之后，Ln z 分裂成可以单独研究的

无穷多个单值解析函数。

例与性质

例：实数的对数

设 a ∈ R，a 6= 0，则

Ln a = ln |a|+ i Arg a.

• 当 a > 0 时，Arg a = 2kπ，所以 Ln a = ln a+ 2kπi；

• 当 a < 0 时，Arg a = (2k + 1)π，所以 Ln a = ln |a| + (2k + 1)πi。例如 Ln(−1) =
(2k + 1)πi。

补充说明：在实数范围内，负数没有对数；但在复数范围内负数的对数是存在的，

只不过它们的虚部不是 0，而是 π 的奇数倍。

例：Ln(1 + i)

|1 + i| =
√
2，arg(1 + i) =

π

4
，所以

Ln(1 + i) = ln
√
2 + i

(π
4
+ 2kπ

)
, k ∈ Z.

性质

Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2.

这里等号两边都是集合，右边表示“Ln z1 中任取一个值，加上 Ln z2 中任取一个值”所得

到的所有数组成的集合。
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证明：ln |z1z2| = ln |z1| + ln |z2|（实对数的性质）；又 Arg(z1z2) = Arg z1 + Arg z2
（复数相乘，辐角相加；左右两边都是“某个辐角加上 2π 的所有整数倍”）。两个等式合起

来即得结论。 □

Be Careful！

注意：对主值，等式

ln(z1z2) = ln z1 + ln z2 不成立（一般）

原因是：虽然 arg z1 + arg z2 是 z1z2 的一个辐角，但它不一定落在 (−π, π] 里，不一定

等于主值 arg(z1z2)。

反例：取 z1 = z2 = −1 + i。|−1 + i| =
√
2，arg(−1 + i) =

3π

4
，所以

ln z1 + ln z2 = 2 ln
√
2 + i

3π

2
= ln 2 +

3π

2
i.

但是 z1z2 = (−1 + i)2 = −2i，arg(−2i) = −π

2
，

ln(z1z2) = ln 2− π

2
i.

两者相差 2πi，不相等。

补充说明：类似地，Ln(z2) = Ln z + Ln z，但不等于 2Ln z。例如 z = i：Ln(i2) =
Ln(−1) = {(2m+1)πi}包含所有奇数倍的 πi；而 2Ln i = {2(π

2
+2kπ)i} = {(1+4k)πi}

只包含 πi, 5πi,−3πi, . . .，不含 3πi。多值函数的运算要特别当心集合的含义。

研究方式 2：黎曼面

回到前面的第二种方式。主值方式中，我们把负实轴割开，从上方穿到下方时函数

值会“跳”到另一个分支，这件事看起来是个麻烦。Riemann 的想法是：别把它当成麻烦，

而是把不同的分支粘起来，构成一个新的“定义域”，让 Ln z 在这个新定义域上变成单值

函数。

具体做法：取无穷多个复平面的复制品 Dk（k ∈ Z），每一个都沿负实轴剪开，并

在 Dk 上取分支 ln z + 2kπi。验证：在 Dk 的上岸（趋于负实轴的上方），分支的值趋于

ln |z|+iπ+2kπi；在 Dk+1 的下岸，分支的值趋于 ln |z|−iπ+2(k+1)πi = ln |z|+iπ+2kπi，

两者相等。所以把 Dk 的上岸与 Dk+1 的下岸粘在一起，函数值就连续地接上了。粘完

之后的曲面像一个螺旋形的楼梯（螺旋面）：围着原点转一圈，就上升到下一层，永远

转不回原来的那一层。
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原点（支点）

z 平面的投影

第 0 层

第 1 层

Imw 增加

补充说明：在这个螺旋面上，w = Ln z 成为单值的解析函数，并且它把螺旋面一一

对应地映成整个 w 平面（Dk 对应水平带形 (2k − 1)π < Imw < (2k + 1)π，这正是前面

ez 把带形映成割开平面的“反方向”）。这样的曲面称为 Ln z 的黎曼面。黎曼面的理论是

后面学习解析延拓、多值函数时的基本工具，这里只做直观介绍。

根式函数：类似的处理方式

对根式函数 w = n
√
z（n ≥ 2 为整数，z 6= 0,∞），也可以用同样的办法处理。

由 wn = z，写 z = reiθ，w = ρeiφ，则 ρn = r，nφ = θ + 2kπ，所以

w = |z|1/n e i θ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

这给出 n 个不同的值（k 再增加 n，辐角增加 2π，值不变），所以 n
√
z 是 n 值函数。它

的多值性同样来自于辐角的多值性。

固定 k，割开复平面

和对数函数一样：割开负实轴，在 D = {−π < arg z < π} 上取 arg z，并固定一个

k，得到单值函数

wk(z) = |z|1/n e i arg z+2kπ
n , −π < arg z < π.

其中 k = 0 的那一支 |z|1/nei arg z/n 称为主值（板书上写作 n
√
z = |z|1/ne

i arg z
n ，−π <

arg z < π）。

补充说明：wk(z) = e
1
n
(ln z+2kπi)，所以它是 D 内的解析函数（指数函数与对数函数

的复合），并且

w′
k(z) =

1

nz
wk(z).

像：z 平面 → w 平面

在 wk 之下，argw =
arg z + 2kπ

n
，而 arg z ∈ (−π, π)，所以 D 被映成角形区域

(2k − 1)π

n
< argw <

(2k + 1)π

n
,
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张角为
2π

n
。当 k = 0 时是以正实轴为对称轴的角形区域 −π

n
< argw <

π

n
；k =

1, 2, . . . , n − 1 则依次得到旁边的几个角形区域，n 个角形区域合起来铺满了整个 w 平

面（除去边界射线）。下图取 n = 3：

x

y

割线

z 平面
w = 3

√
z

u

v

argw = π
3

argw = −π
3

argw = π

π
3

k = 0

k = 1

w 平面

补充说明：割线（负实轴）的上岸被映到角形区域的一条边界射线，下岸被映到另

一条边界射线。在 z 平面上围绕原点转一圈（要穿过割线），arg z 增加 2π，wk 就变成

了 wk+1，也就是跳到了相邻的那个角形区域；转 n 圈后才回到原来的值 wk。所以 n
√
z

的黎曼面由 n 层平面循环地粘成（第 n 层的上岸粘回第 1 层的下岸），而对数函数的黎

曼面则有无穷多层，而且永远不会粘回到起点。原点 z = 0 是这两个函数的共同特殊点，

称为支点。

一般指数函数

定义

设 α 6= 0（α 为复常数），称

w = αz := e z Lnα

为一般指数函数。

注记：αz 是多值函数（因为 Lnα 是多值的），但是一旦指定了 Lnα 的某个具体值，

αz 就是单值函数。

补充说明：指定 Lnα = c（c 是一个确定的复数，ec = α）之后，αz = ecz 就是前面

的指数函数的复合，是整函数，并且

(αz)′ = c ecz = (Lnα)αz (这里Lnα 取指定的那个值).

当 α = e 且取 Ln e = 1 时，ez 就还原为前面定义的复指数函数。

补充说明（和我们熟悉的情形对照）：写 Lnα = ln |α| + i(argα + 2kπ)，则 αz =

ez ln |α|+iz argα · e2kπiz。所以不同的 k 之间只差因子 e2kπiz：
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• 当 z 是整数时，e2kπiz = 1，αz 只有一个值（就是通常的整数次幂）；

• 当 z =
p

q
是既约分数（q ≥ 2）时，只有 q 个不同的值，例如 α1/n 就是 α 的 n 个 n

次方根，与前面的根式函数一致；

• 当 z 是无理数或非实数时，通常有无穷多个值。

例：i−1

因为 |i| = 1，arg i = π

2
，所以 Ln i = i

(π
2
+ 2kπ

)
。于是

i−1 = e−1·Ln i = e− i(π
2
+2kπ) = e i(−π

2
−2kπ)

= cos
(
− π

2

)
+ i sin

(
− π

2

)
= −i

(
=

1

i

)
.

补充说明：无论 k 取什么整数，结果都是 −i：指数是整数时，αz 是单值的，与前

面补充说明里的第一种情形一致，结果也和
1

i
= −i 相符。

例：i(1+i)

i(1+i) = e(1+i)Ln i = e(1+i)·i(π
2
+2kπ)

= e(−
π
2
−2kπ)+i(π

2
+2kπ) = e−(

π
2
+2kπ) · e i(π

2
+2kπ)

= i e−(
π
2
+2kπ), k ∈ Z.

补充说明：这里 (1 + i) · i(π
2
+ 2kπ) = i(π

2
+ 2kπ)− (π

2
+ 2kπ)，实部是 −(π

2
+ 2kπ)，

决定了结果的模 e−(π
2
+2kπ)；虚部 π

2
+ 2kπ 决定了结果的辐角，它与 π

2
只差 2π 的整数

倍，所以每个值都是 i 的正实数倍。不同的 k 给出不同的模，因此 i1+i 有无穷多个不同

的值，例如 k = 0 时为 e−π/2 i ≈ 0.2079 i，k = −1 时为 e3π/2 i ≈ 111.3 i。

补充说明：类似地，zα := eαLn z 称为一般幂函数。当 α =
1

n
时，z1/n = e

1
n

Ln z 就

是前面的根式函数 n
√
z。
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