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1

第一章

度量空间速览

1.1 为什么要学泛函分析？

三个问题

在有限维空间 Rn 里，很多直觉是” 理所当然” 的：有界闭集上的点列一定有收敛

子列，线性映射一定连续，有限维子空间一定是闭集。本节用三个问题说明：这些直觉

一旦搬到 无限维的函数空间里，往往都会失效——这正是” 为什么需要泛函分析” 的出

发点。

问题一：C[0, 1] 中有一致收敛的子列吗？

考虑 C[0, 1]（[0, 1] 上全体连续函数构成的集合）中的函数列

fn(x) = xn, n = 1, 2, . . . .

问：能否从 {fn} 中选出一个一致收敛的子列？

答案是否定的。逐点来看，当 x ∈ [0, 1) 时 fn(x)→ 0，而 fn(1) = 1，所以 {fn} 的

逐点极限是一个在 x = 1 处跳跃的间断函数，它并不属于 C[0, 1]。连续函数的一致极

限仍然连续，于是 {fn} 的任何子列都不可能一致收敛（否则其一致极限会同时是这个

间断的逐点极限，矛盾）。这与 Rn 中” 有界闭集上任意点列都有收敛子列”（Bolzano–
Weierstrass）的直觉完全不同：在函数空间里，” 有界” 不再自动导致这种紧性。

问题二：求导算子连续吗？

考虑微分算子

D : C1[0, 1] −→ C[0, 1], Df = f ′,
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第一章 度量空间速览 泛函分析讲义

两边都配备 C[0, 1] 上通常的度量（后面会看到就是 sup 范数）。问：D 是连续的吗？

答案是否定的。取 fn(x) =
sin(nx)

n
，则 supx∈[0,1] |fn(x)| ≤

1

n
→ 0，即 fn → 0（一

致收敛）；但 f ′
n(x) = cos(nx) 根本不趋于 0。也就是说” 输入趋于 0” 不能推出” 输出趋

于 0”，D 不是连续（有界）算子。在有限维空间中，线性映射自动连续；这个例子说明

无限维空间中的线性算子必须专门讨论连续性（或者说有界性）。

问题三：多项式全体是闭集吗？

多项式全体

P = { [0, 1] 上的多项式函数 } ⊂ C[0, 1]

显然是一个线性子空间（两个多项式的和、数乘仍是多项式）。问：P 是（sup 度量意义

下的）闭集吗？

答案也是否定的。由 Weierstrass 逼近定理，P 在 C[0, 1] 中是稠密的——任何连续

函数都可以被一列多项式一致逼近。但 P 6= C[0, 1] （比如 ex 或
√
x 不是多项式）。一

个集合如果稠密却不等于全空间，就不可能是闭集。这说明：在无限维空间中，” 有限

维子空间是闭集” 这条直觉，对无限维子空间并不成立。

泛函分析是什么

三个问题的共同点是：把 Rn 换成一个函数构成的无限维空间之后，线性代数、数

学分析里许多” 理所当然” 的结论都需要重新证明，甚至根本不成立。粗略地说，

泛函分析 = 无限维空间上的（线性代数 + 数学分析 + 几何）.

” 线性代数” 提供了子空间、线性映射这些代数结构；” 数学分析” 提供了极限、收

敛、连续这些分析结构；而当空间上还有” 距离”” 长度”” 夹角”（几何结构）时，才能

真正谈论收敛、连续、逼近这些分析概念。泛函分析要做的，就是在无限维空间上把这

三者重新搭建起来。

研究对象与课程规划

研究对象

本课程研究的对象是函数空间 E（E 中的元素本身是函数），以及定义在 E 上的两

类基本映射：

• 泛函：J : E → R，即把一个函数映成一个实数；

• 算子：T : E → F，其中 F 是另一个函数空间，即把一个函数映成另一个函数。
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典型例子

• 能量泛函：J(u) =

∫
Ω

|∇u|2 dx，把一个（定义在区域 Ω 上的）函数 u 映成一个实

数，衡量 u 变化的” 剧烈程度”；

• 微分算子：T =
d

dx
，把一个函数 u 映成另一个函数 u′，就是问题二里出现的那个

算子。

这两个例子分别是” 泛函” 与” 算子” 最基本的原型，后面章节讨论的很多问题都是

它们的推广或变体。

课程规划

要严格地讨论” 泛函”” 算子” 这些映射的连续性、有界性等分析性质，首先必须把

它们的定义域和值域——函数空间 E——的结构说清楚。课程大致按下面的顺序展开：

(1) E 的结构：先是线性（向量空间）结构，再逐步配上 距离 d、范数 ‖ · ‖、或内积

〈·, ·〉 这些” 能测量远近/长短/夹角” 的附加结构，一层比一层丰富；

(2) 泛函：在配好结构的 E 上研究 J : E → R 的性质，特别是连续性、有界性、极值

等；

(3) 算子：在配好结构的 E,F 之间研究 T : E → F 的性质，尤其是（问题二里提出的）

连续性/有界性问题；

(4) 横向比较：把距离空间、赋范空间、内积空间 等不同层次的结构放在一起比较，看

清它们之间” 谁包含谁”” 多了什么额外性质”。

下面就从最基础的” 距离” 结构开始。

1.2 从 Rn 到抽象度量空间

提纲

Rn 中两点 x, y 之间的距离是 |x−y|。上一节说过，泛函分析要讨论的是” 距离”” 连

续”” 收敛” 这些分析概念在无限维函数空间中的类比。做法是：把 Rn 中具体的 |x− y|，
换成一个抽象的函数 d(x, y)，只要求 d 具备 |x− y| 所满足的那几条最基本的性质。Rn

中的点集拓扑（开集、闭集、收敛等概念）本质上只用到了这几条性质，所以一旦抽象

出这几条公理，Rn 里关于开集、闭集、极限的全部结论就可以原封不动地照搬到任何

满足这几条公理的抽象集合上——这正是本节要做的事。
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度量的定义

设 X 是一个非空集合。如果存在一个函数

d : X ×X −→ R+ = [0,∞)

满足

(1) 正定性：d(x, y) ≥ 0，且 d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y，对一切 x, y ∈ X 成立；

(2) 对称性：d(x, y) = d(y, x)，对一切 x, y ∈ X 成立；

(3) 三角不等式：d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)，对一切 x, y, z ∈ X 成立，

则称 d 是 X 上的一个度量（或距离），称 (X, d) 为一个 度量空间（或距离空间）。

这三条公理其实就是把” 距离” 这个词日常意义上该有的样子写成了数学语言：距

离不能是负的，而且” 距离为零” 才恰好对应” 是同一个点”（正定性）；从 x 到 y 的距

离和从 y 到 x 的距离应该一样（对称性）；经过一个中间点 y 绕道而行，不会比直接从

x 走到 z 更近（三角不等式）。

常见的度量空间

基本例子

(1) Rn 配备通常的欧氏距离，是最基本的度量空间，本节讨论的所有抽象概念都以它

为原型。

(2) 离散度量 在任意非空集合 X 上定义

d(x, y) =

1, x 6= y,

0, x = y.

不难直接验证它满足度量的三条公理。这个例子看起来” 不自然”，但它是一个很方

便的构造反例的工具：任何集合配上离散度量都能成为度量空间，可以用来检验某

条一般性质是否真的对” 所有度量空间” 成立。

(3) 诱导度量 设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X 是任意非空子集，将 d 限制在 A×A 上得

到的 d|A×A 仍然是 A 上的一个度量，称为 A 上由 X 诱导的度量。比如 R 中任意

子集（区间、Q 等）都自动继承 R 上的度量。

(4) C[0, 1] 上的 sup 度量 对 f, g ∈ C[0, 1]，令

d∞(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|.

（[0, 1] 是紧集，连续函数在其上必有最大值，所以这个 max 总有意义。）
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(5) Lp(Ω) 上的度量 对 f, g ∈ Lp(Ω)（p ≥ 1），令

dp(f, g) =

(∫
Ω

|f − g|p dx
)1/p

.

三角不等式的证明：Minkowski 不等式

例子 (1)–(3) 的三条公理都可以直接验证。例子 (4)、(5) 中，正定性与对称性也是

显然的；真正需要证明的是三角不等式，而它正是分析学中的 Minkowski 不等式：对

p ≥ 1， (∫
Ω

|f + g|p dx
)1/p

≤
(∫

Ω

|f |p dx
)1/p

+

(∫
Ω

|g|p dx
)1/p

.

把 f, g 换成 f − h, h − g 即得 dp(f, g) ≤ dp(f, h) + dp(h, g)。d∞ 的情形是它的极限

（p→∞）版本，其实就是逐点绝对值不等式 |f(x)− g(x)| ≤ |f(x)−h(x)|+ |h(x)− g(x)|
两边对 x 取最大值。Minkowski 不等式的证明会在后续章节结合 Hölder 不等式给出，这

里先记住结论、用它验证 (4)(5) 满足度量公理。

R2 中三种度量的比较：d1, d2, d∞

在 R2 中，取 x = (x1, x2)，y = (y1, y2)，可以定义三种不同的度量：

d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|, d2(x, y) =
( 2∑

i=1

(xi − yi)
2
)1/2

,

d∞(x, y) = max
1≤i≤2

(
|x1 − y1|, |x2 − y2|

)
.

它们分别是例子 (4)（p =∞）、(5)（p = 1, 2）在有限维、Ω 为两点集时的特殊情形。三

者的” 单位球” {x : d(x, 0) = 1} 形状不同——d1 是菱形，d2 是圆，d∞ 是正方形，菱形

内切于圆、圆又内切于正方形：

x

y

∥x∥∞ = 1

∥x∥2 = 1

∥x∥1 = 1
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从图上” 菱形 ⊂ 圆 ⊂ 正方形” 的包含关系，可以读出恒成立的不等式

d∞(x, 0) ≤ d2(x, 0) ≤ d1(x, 0), ∀x ∈ R2.

更进一步还有 d1 ≤
√
2 d2 ≤ 2 d∞，也就是说三种度量虽然数值不同，但可以互相” 夹

住”——这属于有限维空间中度量（范数）等价的现象：在 Rn 这样的有限维空间里，所

有由范数导出的度量都彼此等价，诱导出相同的开集、闭集、收敛概念，下面讲拓扑时

会看到这意味着什么。

开集与闭集

开球

设 (X, d) 是度量空间，x ∈ X，r > 0。称

B(x, r) = { y ∈ X : d(x, y) < r }

为以 x 为中心、r 为半径的开球。这是 Rn 中” 以 x 为圆心、r 为半径的开圆盘/开球”
这一概念在抽象度量空间中的直接类比，后面开集的定义完全依赖这个概念。

开集的定义

设 A ⊂ X。称 A 是 (X, d) 中的开集，如果

∀x ∈ A, ∃ r > 0, s.t. B(x, r) ⊂ A.

直观地说：A 中每一点都可以在 A 内部留出一点” 活动空间”，不会紧贴在 A 的边界上。

开集的基本性质

(1) ∅与 X 都是开集（∅是空真命题地满足定义；X 中任意一点取任意 r > 0，B(x, r) ⊂
X 显然成立）；

(2) 有限个开集的交仍是开集；

(3) 任意多个开集的并仍是开集；

(4) A 是开集，当且仅当 A 可以写成一族开球的并。

(2) 里的” 有限” 不能去掉。例如在 R（通常度量）中，An =
(
− 1

n
, 1
n

)
对每个 n 都

是开集，但
⋂∞

n=1 An = {0}，单点集 {0} 不是开集（在 0 处放不下任何一个开球）。这

说明” 任意多个开集的交” 未必开，(2) 特意限定为” 有限个”。
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闭集的定义

设 B ⊂ X。称 B 是 (X, d) 中的闭集，如果它的补集 Bc = X \B 是开集。

闭集是” 用开集的语言定义出来的”，而不是独立的另一套概念；所以上面 (1)–(3)
中” 开集” 的性质，通过取补集，立刻可以翻译成” 闭集” 的对偶版本：∅, X 都是闭集，

任意多个闭集的交仍是闭集，有限个闭集的并仍是闭集（并、交互换，正是德摩根律的

体现）。

拓扑空间：抽象化的开集公理

定义

上面开集的三条性质 (1)(2)(3)——含 ∅, X、有限交封闭、任意并封闭——可以脱离”
度量” 单独提出来，作为一组公理。设 E 是一个集合，称 E 的子集族 τ（即 τ ⊂ P(E)）

是 E 上的一个拓扑，如果 τ 满足以下条件：

(i) E ∈ τ 且 ∅ ∈ τ；

(ii) τ 中任意多个元素的并仍是 τ 中的元素；

(iii) τ 中有限个元素的交仍是 τ 中的元素。

此时称 τ 中的元素为开集，称 (E, τ) 为一个拓扑空间。

联系：度量诱导的拓扑

由上一小节的性质 (1)–(3) 可知：任给一个度量空间 (X, d)，把它所有开集收集起

来组成的集族 τd，恰好满足拓扑空间的三条公理 (i)(ii)(iii)。也就是说，每一个度量空间

(X, d) 自动是一个拓扑空间 (X, τd)，这个 τd 称为由度量 d 诱导的拓扑。

这正好解释了本节开头” 提纲” 里的那句话：Rn 中点集拓扑的结论之所以能” 照

搬” 到一般度量空间，是因为拓扑空间的公理本来就是从” 度量空间里开集应该具备的

性质” 中抽象出来的——拓扑空间是比度量空间更一般的框架，度量只是” 生成” 拓扑

的一种（最常见的）手段。

反过来看，同一个集合 X 上可以定义很多形式不同的度量，只要它们诱导出同一

个开集族 τd，就说这两个度量给出” 相同的拓扑”（比如前面 R2 上的 d1, d2, d∞ 正是如

此）。这就是后面会遇到的” 度量等价” 概念的拓扑本质：判断两个度量是否等价，归根

结底是在问它们诱导出的开集族是否一致。
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1.3 序列的收敛、聚点与集合的闭包

收敛序列

设 (X, d) 是一个度量空间。称序列 {xn} ⊂ X 是收敛的，如果

∃ x ∈ X, s.t. lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

此时称 x 为 {xn} 的极限，也称 {xn} 收敛到 x，记作 xn
d−→ x。

这正是 R 中数列极限” 当 n → ∞ 时 |xn − x| → 0” 这一定义，把绝对值换成抽象

度量 d 之后在一般度量空间中的直接推广。

序列的聚点

称 a ∈ X 是 (X, d) 中序列 {xn} 的一个聚点，如果存在子列 {xnk
} 收敛到 a。

收敛与聚点的关系

① 收敛序列只有唯一聚点。这是因为若 xn → x，则数学分析中的基本事实——收敛

序列的任何子列都收敛到同一极限——在度量空间中依然成立，所以 x 是唯一的聚

点。

② 只有唯一聚点的序列不一定收敛。例如取

xn =

n, n 为奇数,
1

n
, n 为偶数.

偶数下标子列
1

2
,
1

4
,
1

6
, . . . 收敛到 0；奇数下标子列 1, 3, 5, · · · → ∞，它以及它的任

何子列都不可能收敛。于是 {xn} 唯一的聚点是 0，但整个序列 {xn} 并不收敛到 0

（因为有无穷多项——奇数下标那些——离 0 很远，根本不有界）。这说明” 聚点唯

一” 是比” 收敛” 更弱的条件。

接触点（粘着点）

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X，x ∈ X。如果

∀ε > 0, B(x, ε) ∩ A 6= ∅,

则称 x 为 A 的接触点（或粘着点）。
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两个问题

① A 中的点一定是 A 的接触点吗？——是。因为 x ∈ A 时，任意 B(x, ε) 本身就含有

A 中的点 x。

② A 的接触点一定属于 A 吗？——不是。例如 A = (a, b) ⊂ R （X = R），端点 a, b

都是 A 的接触点（任意以 a 或 b 为中心的球都会碰到 (a, b) 中的点），但 a, b /∈ A。

集合的聚点（凝聚点）

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X，x ∈ X。如果

∀ε > 0,
(
B(x, ε) ∩ A

)
\ {x} = B(x, ε) ∩

(
A \ {x}

)
6= ∅,

则称 x 为 A 的聚点（或凝聚点）。例如 A = (a, b) ⊂ R 中，端点 a, b 也是 A 的聚点。

注意，这里的” 聚点” 和上面” 序列的聚点” 用的是同一个名字，但含义不同——一

个是相对于 序列定义的（要求某个子列收敛到它），一个是相对于集合定义的（要求它

附近总能找到 A 中异于自身的点）。二者的联系在于：x 是集合 A 的聚点，当且仅当存

在 A 中互不相同的点组成的序列收敛到 x。读到” 聚点” 时要结合上下文判断说的是哪

一种。

接触点与聚点的关系

• 聚点一定是接触点吗？——是：定义里 B(x, ε)∩(A\{x}) 6= ∅显然蕴含 B(x, ε)∩A 6=
∅。

• 接触点一定是聚点吗？——不是。例如 A = [0, 2] ∪ {3} ⊂ R，点 3 是 A 的接触点

（3 ∈ A，由上面的问题①），但不是 A 的聚点：当 ε 充分小（比如 ε < 1）时，B(3, ε)

里除了 3 自己之外不再含有 A 中别的点，即 B(3, ε) ∩ (A \ {3}) = ∅。这种点称为

A 的孤立点。

闭包

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X。A 的接触点的全体称为 A 的 闭包，记作 A。

注：按定义取补集，x /∈ A ⇐⇒ ∃ r > 0, s.t. B(x, r) ∩ A = ∅。

闭包的基本定理

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X，则以下结论成立：

(1) A 是一个闭集；

(2) A =
⋂
{F ⊂ X 是闭集, F ⊃ A }，即 A 是 X 中包含 A 的最小闭集；

— 11 / 91 —



第一章 度量空间速览 泛函分析讲义

(3) A 是闭集 ⇐⇒ A = A ⇐⇒ A 包含了自身的所有接触点 ⇐⇒ ∀x ∈ (A)c, ∃ r >

0, s.t. B(x, r) ⊂ (A)c。

证明

(1) A 是闭集。要证 A 是闭集，只需证 (A)c = X \A 是开集，即 ∀x ∈ (A)c, ∃ r >
0, s.t. B(x, r) ⊂ (A)c。

任取 x ∈ (A)c，即 x /∈ A，由上面的” 注”，存在 r > 0 使得 B(x, r) ∩ A = ∅。对任

意 y ∈ B(x, r)，令 s = r − d(x, y) > 0，则 B(y, s) ⊂ B(x, r)（因为对任意 z ∈ B(y, s)，

由三角不等式，d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < d(x, y) + s = r）。于是

B(y, s) ∩ A ⊂ B(x, r) ∩ A = ∅ =⇒ y /∈ A =⇒ y ∈ (A)c.

由 y ∈ B(x, r) 的任意性，B(x, r) ⊂ (A)c。这说明 (A)c 是开集，从而 A 是闭集。

(2) A =
⋂
{F ⊂ X 闭, F ⊃ A}。先证 A ⊂ F 对任意闭集 F ⊃ A 成立。设 F 是闭

集且 F ⊃ A，任取 x ∈ A，即 x 是 A 的接触点：∀ε > 0，B(x, ε) ∩ A 6= ∅。由 A ⊂ F，

自然 B(x, ε) ∩ F 6= ∅，即 x 也是 F 的接触点。

下面说明 F 闭、x 是 F 的接触点，可以推出 x ∈ F（用反证法）：假设 x /∈ F，则

x ∈ F c，而 F c 是开集，于是存在 r > 0 使得 B(x, r) ⊂ F c，即 B(x, r)∩F = ∅。这与”x
是 F 的接触点” （B(x, r) ∩ F 6= ∅）矛盾，所以 x ∈ F。

因此 A ⊂ F 对每个满足 F ⊃ A 的闭集 F 都成立，即 A ⊂
⋂
{F ⊂ X 闭, F ⊃ A}。

反过来，由 (1)，A 本身就是一个包含 A 的闭集（A 中每一点显然都是自己的

接触点，所以 A ⊂ A），因此它本来就是右边这个交集所取的众多 F 之一，从而⋂
{F ⊂ X 闭, F ⊃ A} ⊂ A。两个包含关系合起来，就得到 A =

⋂
{F ⊂ X 闭, F ⊃ A}。

(3) 四条陈述互相等价。这一条要用到 (1)(2) 的结论。

先证 A 是闭集 ⇐⇒ A = A。

(=⇒) 设 A 是闭集。A 本身就是” 包含 A 的闭集” 中的一个，由 (2) 的最小性，

A ⊂ A。又因为 A 中每一点显然都是自己的接触点，恒有 A ⊂ A。两个包含关系合起

来，A = A。

(⇐=) 设 A = A。由 (1)，A 是闭集，从而 A 也是闭集。

再证 A = A ⇐⇒ A 包含自身所有接触点。由闭包的定义，恒有 A ⊂ A（A 中的

点显然是自己的接触点），所以

A = A ⇐⇒ A ⊂ A ⇐⇒ A 的每一个接触点都属于 A,

最后一句正是”A 包含自身所有接触点” 的意思。

最后看第四条陈述。”A 包含自身所有接触点” 即 A ⊂ A，结合已经证得的 A = A，

此时 (A)c = Ac。又由 (1)，A 恒是闭集，即 (A)c 恒是开集：

∀x ∈ (A)c, ∃ r > 0, s.t. B(x, r) ⊂ (A)c,
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这正是定理陈述的最后一条。把它和前面已证的 A = A 放在一起看，这一条其实就是

把”Ac（= (A)c）是开集”——也就是”A 闭” 本身的定义——重新展开了一遍，本质上

不是一个独立于前三条的新事实，而是前三条串成一个逻辑闭环的最后一环：A 闭 ⇒
A = A ⇒ A ⊂ A ⇒（用 (1) 展开）第四条 ⇒（因为此时 (A)c = Ac）Ac 是开集 ⇒ A

闭，转了一圈回到起点。

有界集

设 (X, d) 是度量空间。称 A ⊂ X 是有界的，如果

∃ x0 ∈ X, M > 0, s.t. A ⊂ B(x0,M).

注：有界不是拓扑性质。取

ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
,

可以验证 ρ 也是 X 上的一个度量，并且 ρ 与 d 有相同的收敛列（因为 t 7→ t

1 + t
是

[0,∞) 到 [0, 1) 上连续、严格递增的一一对应，逆映射 s 7→ s

1− s
在 0 处也连续，所

以 d(xn, x) → 0 当且仅当 ρ(xn, x) → 0）——也就是说 d 与 ρ 诱导出相同的拓扑。但

ρ(x, y) < 1 对一切 x, y 恒成立，取 x0 为任意一点、M = 1，就有 X = Bρ(x0, 1)，即

(X, ρ) 总是有界的。这说明” 有界” 这件事依赖于具体选哪个度量来衡量距离，同一个

拓扑（同一族开集）可以由一个有界的度量给出，也可以由一个无界的度量给出，所以

有界性不是像” 开集”” 收敛” 那样只依赖拓扑本身的性质。

注：闭球 B(x, r) 与开球 B(x, r) 的闭包要区分。这里

B(x, r) = { y ∈ X : d(y, x) ≤ r }

是把开球定义里的”<” 换成”≤” 直接给出的闭球，它总是一个闭集，但它不一定等于开

球 B(x, r) 的闭包（把 B(x, r) 的所有接触点收集起来得到的集合）。例如取离散度量：

B(x, 1) = {x}（因为 d(x, y) < 1 迫使 d(x, y) = 0，即 y = x），而离散度量下任意集合都

是闭集（其补集也总是可以写成一族单点开球的并，故为开集），所以 B(x, 1) = {x} 的

闭包就是 {x} 本身；但 B(x, 1) = {y : d(y, x) ≤ 1} 却是整个 X（因为离散度量的值只

有 0 或 1，恒 ≤ 1）。当 X 不止一个点时，{x} 6= X，两者并不相等。

1.4 连续映射

有了度量诱导的拓扑，就可以定义两个度量空间之间的连续映射了。设 (X, d1) 和

(Y, d2) 是两个度量空间，考虑映射 f : X → Y。
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一点处的连续性

称 f 在 x ∈ X 点连续，是指

∀ε > 0, ∃ δ > 0, ∀y ∈ X,

d1(y, x) < δ (即y ∈ B(x, δ))

=⇒ d2
(
f(x), f(y)

)
< ε (即f(y) ∈ B(f(x), ε)).

直观地说，x 附近（半径 δ 的球内）的点，经过 f 映射之后仍然落在 f(x) 附近（半

径 ε 的球内）；δ 的大小依赖于给定的 ε。这正是 R 上 ε-δ 语言在抽象度量空间里的直

接翻版，把绝对值换成了各自空间上的度量 d1, d2。

等价刻画：极限语言

以上定义可以等价地刻画为

lim
d1(y,x)→0

d2
(
f(y), f(x)

)
= 0,

即当 y
d1−→ x 时，有 f(y)

d2−→ f(x)。

整体连续性

称映射 f 在 X 上连续，若 f 在 X 中的每一点都连续。

连续的序列刻画

f 在 x0 ∈ X 连续 ⇐⇒ 对任意序列 {xn} 满足 xn
d1−→ x0，都有 f(xn)

d2−→ f(x0)。

证明。 (=⇒) 设 f 在 x0 连续，xn
d1−→ x0。任给 ε > 0，由连续性存在 δ > 0 使

得 d1(y, x0) < δ 就有 d2(f(y), f(x0)) < ε。又由 xn → x0，存在 N 使得 n ≥ N 时

d1(xn, x0) < δ，从而 d2(f(xn), f(x0)) < ε。这说明 f(xn)
d2−→ f(x0)。

(⇐=) 用反证法。假设 f 在 x0 不连续，即存在某个 ε0 > 0，使得对每个 δ > 0

都能找到点 y 满足 d1(y, x0) < δ 但 d2(f(y), f(x0)) ≥ ε0。取 δ =
1

n
（n = 1, 2, . . .），

依次找到点 xn 满足 d1(xn, x0) <
1

n
但 d2(f(xn), f(x0)) ≥ ε0。于是 xn

d1−→ x0（因为

d1(xn, x0) <
1
n
→ 0），但 {f(xn)} 不可能收敛到 f(x0)（因为 d2(f(xn), f(x0)) ≥ ε0 对一

切 n 成立，不趋于 0），这与假设” 任意 xn → x0 都有 f(xn)→ f(x0)” 矛盾。故 f 在 x0

连续。

用开集刻画连续性

f : (X, d1)→ (Y, d2) 连续 ⇐⇒ Y 中任意开集的原像是 X 中的开集,
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即：∀O ⊂ Y 是 (Y, d2) 中的开集，f−1(O) = {x ∈ X : f(x) ∈ O} 是 (X, d1) 中的开集。

证明。 (=⇒) 设 f 连续，O ⊂ Y 开集。任取 x ∈ f−1(O)，即 f(x) ∈ O。因 O 开，存

在 ε > 0 使得 B(f(x), ε) ⊂ O。由 f 在 x 处连续，对这个 ε 存在 δ > 0，使得 d1(y, x) <

δ ⇒ d2(f(y), f(x)) < ε，即 f
(
B(x, δ)

)
⊂ B(f(x), ε) ⊂ O，从而 B(x, δ) ⊂ f−1(O)。这说

明 f−1(O) 中每一点都有一个球包含在 f−1(O) 里，即 f−1(O) 是开集。

(⇐=) 设 Y 中任意开集的原像都是 X 中的开集。任取 x ∈ X 和 ε > 0，B(f(x), ε)

是 Y 中的开集，由假设 f−1
(
B(f(x), ε)

)
是 X 中的开集，且显然 x ∈ f−1

(
B(f(x), ε)

)
（因为 f(x) ∈ B(f(x), ε)）。由开集的定义，存在 δ > 0 使得 B(x, δ) ⊂ f−1

(
B(f(x), ε)

)
，

即对任意 y 满足 d1(y, x) < δ，有 f(y) ∈ B(f(x), ε)，即 d2(f(y), f(x)) < ε。这正是 f 在

x 处连续的定义。由 x 的任意性，f 在 X 上处处连续。

这个定理的意义在于：连续性原本是用度量（ε, δ）定义的一件” 分析” 的事情，但

它完全可以用” 开集的原像是开集” 这句纯粹拓扑的话来刻画，不再直接提到 ε, δ 或者

度量本身。这也是为什么” 拓扑空间” 上也能定义连续映射——只需要用这条开集刻画

作为定义即可，不再需要度量。

1.5 连续映射的进一步刻画

连续的整体刻画

定理

设 f : (X, d1)→ (Y, d2)，则下列条件互相等价：

(i) f 在 X 上连续；

(ii) Y 中任意开集的原像是 X 中的开集；

(iii) Y 中任意闭集的原像是 X 中的闭集；

(iv) ∀A ⊂ X，f(A) ⊂ f(A)。

证明

(i) ⇐⇒ (ii) 就是上一讲已经证明过的” 用开集刻画连续性” 定理。下面依次证明

(ii)⇐⇒ (iii) 和 (iii)⇐⇒ (iv) 两步。

(ii) ⇐⇒ (iii)。只需对开集、闭集的定义取补集，用到两个事实：C ⊂ Y 闭 ⇐⇒
Y \C 开；以及原像与补集可交换，f−1(Y \C) = X \ f−1(C)。若 (ii) 成立，C ⊂ Y 闭，

则 Y \C 开，由 (ii)，f−1(Y \C) = X \ f−1(C) 是 X 中开集，从而 f−1(C) 是闭集，即

(iii) 成立；由 (iii) 推 (ii) 是完全对称的论证，把” 开”” 闭” 互换即可。

(iii)⇒(iv)。任取 A ⊂ X，令 C = f(A)，它是 Y 中的闭集（闭包总是闭集）。因为

f(A) ⊂ C，所以 A ⊂ f−1(C)。由 (iii)，f−1(C) 是 X 中的闭集；再由上一讲” 闭包是包
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含 A 的最小闭集”，得 A ⊂ f−1(C)。于是

f(A) ⊂ f
(
f−1(C)

)
⊂ C = f(A),

即 (iv) 成立。

(iv)⇒(iii)。任取 Y 中闭集 C，令 A = f−1(C)。要证 A 闭，即证 A = A；恒有

A ⊂ A，只需证 A ⊂ A。由 (iv)，

f(A) ⊂ f(A) = f
(
f−1(C)

)
⊂ C = C

（用到 f(f−1(C)) ⊂ C 以及 C 闭）。所以对任意 x ∈ A，都有 f(x) ∈ C，即 x ∈ f−1(C) = A，

说明 A ⊂ A，故 A 闭，即 (iii) 成立。

综上，(i)⇐⇒ (ii)⇐⇒ (iii)⇐⇒ (iv)，四条陈述互相等价。

注

① 连续是拓扑性质——由 (ii)(iii)，连续性完全可以用开集（或闭集）来描述，只依赖

于 d1, d2 各自诱导出的拓扑，不需要直接用到度量的具体数值。

② 连续不保持开集、闭集——连续映射下，开集的像不一定是开集，闭集的像也不一

定是闭集。要注意 (ii)(iii) 说的是原像，和这里说的” 像” 是两回事，不要混淆。

③ 可用连续映射分离闭集。

具体地，对于③，设 A,B ⊂ X 是两个不相交的非空闭集。先回忆一个事实：点到

集合的距离 x 7→ d(x,A) := infa∈A d(x, a) 是 X 上的连续函数（事实上是 1-Lipschitz 的：

对任意 a ∈ A，d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)，对 a 取下确界得 d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y, A)，

交换 x, y 再做一次同样的估计，就得到 |d(x,A) − d(y, A)| ≤ d(x, y)）。并且 d(x,A) =

0 ⇐⇒ x ∈ A = A（A 闭）。

于是可以构造

f(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

因为 A∩B = ∅ 且两者都闭，分母 d(x,A) + d(x,B) 对任意 x 都不为 0（否则 x 同时属

于 A = A 和 B = B，与不相交矛盾），所以 f 处处有定义。f 是两个连续函数的商（分

母不为零），故连续；且 f ≡ 0 在 A 上（因为 x ∈ A ⇒ d(x,A) = 0），f ≡ 1 在 B 上。

这样就用一个连续映射把 A,B ” 分开” 了——A,B 分别落在 f−1({0}) 和 f−1({1}) 这

两个不相交的开集（比如取 f−1((−1
2
, 1
2
)) 和 f−1((1

2
, 3
2
))）里。

一致连续

设 (X, d1)，(Y, d2) 是度量空间，f : X → Y。称 f 在 X 上是 一致连续的，如果

∀ε > 0, ∃ δ = δ(ε) > 0, ∀x, y ∈ X, d1(x, y) < δ =⇒ d2(f(x), f(y)) < ε.
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把这个定义和上一讲” 一点处连续” 的定义（∀ε > 0, ∃δ = δ(ε, x) > 0, . . .）对比一

下：两者形式几乎一样，唯一的区别是这里的 δ 只依赖于 ε，对 整个 X 上所有点 x, y

统一有效，不能随点变化；而” 处处连续” 只要求在每一点各自能找到（可能依赖于该

点的）δ 即可。所以一致连续 ⇒ 处处连续，但反过来不成立（比如 f(x) = x2 在 R 上

处处连续，但不一致连续：x 越大，同样的输出误差 ε 需要越小的 δ）。

命题：一致连续的序列刻画

f 一致连续 ⇐⇒ 对 X 中任意两个序列 {xn}, {yn}，只要 d1(xn, yn) → 0，就有

d2(f(xn), f(yn))→ 0。

证明：(=⇒) 由定义直接得到。设 f 一致连续，d1(xn, yn) → 0。任给 ε > 0，由

一致连续性存在 δ > 0（不依赖于点），使得 d1(x, y) < δ ⇒ d2(f(x), f(y)) < ε 对一

切 x, y ∈ X 成立。又由 d1(xn, yn) → 0，存在 N 使得 n ≥ N 时 d1(xn, yn) < δ，从而

d2(f(xn), f(yn)) < ε。这说明 d2(f(xn), f(yn))→ 0。

(⇐=) 用反证法。假设 f 不一致连续，即存在 ε0 > 0，使得对每个 δ > 0，都能找到

x, y ∈ X 满足 d1(x, y) < δ 但 d2(f(x), f(y)) ≥ ε0。取 δ =
1

n
（n = 1, 2, . . .），依次找到 xn, yn

满足 d1(xn, yn) <
1

n
但 d2(f(xn), f(yn)) ≥ ε0。于是 d1(xn, yn)→ 0，但 {d2(f(xn), f(yn))}

恒 ≥ ε0，不趋于 0，这与假设” 任意 d1(xn, yn)→ 0 都有 d2(f(xn), f(yn))→ 0” 矛盾。故

f 一致连续。

Lipschitz 连续

设 (X, d1)，(Y, d2) 是度量空间。称 f : X → Y 是 M-Lipschitz 连续的，如果

∃M > 0, s.t. d2
(
f(x), f(y)

)
≤M d1(x, y), ∀x, y ∈ X.

注：Lipschitz 连续 ⇒ 一致连续，反之不对（例如 f(x) =
√
x）。

证明：(⇒) 设 f 是 M -Lipschitz 的（不妨设 M > 0）。任给 ε > 0，取 δ = ε/M，则

d1(x, y) < δ 时 d2(f(x), f(y)) ≤ M d1(x, y) < Mδ = ε，这就是一致连续（δ 的选取只依

赖于 ε，与点无关）。

反例：f(x) =
√
x，x ∈ [0,∞)，取通常的绝对值度量。先说明它一致连续但不

Lipschitz。
不妨设 x ≥ y ≥ 0，记 a =

√
x, b =

√
y (a ≥ b ≥ 0)，则

|
√
x−√y| = a− b,

√
|x− y| =

√
a2 − b2 =

√
(a− b)(a+ b).

当 a = b 时两边都是 0；当 a > b 时，比较 (a− b)2 与 (a− b)(a+ b)，等价于比较 a− b

与 a+ b，因为 b ≥ 0 显然 a− b ≤ a+ b，所以 (a− b)2 ≤ (a− b)(a+ b)，两边开方即得

|
√
x−√y| ≤

√
|x− y|, ∀x, y ≥ 0.
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由此，任给 ε > 0，取 δ = ε2，则 |x− y| < δ 时 |
√
x−√y| ≤

√
|x− y| <

√
δ = ε——这

说明
√
x 在 [0,∞) 上一致连续。

但
√
x 不是 Lipschitz 的：若存在 M 使得 |

√
x−
√
0| ≤ M |x− 0| 对一切 x > 0 成

立，即
√
x ≤Mx，即

1√
x
≤M；但当 x→ 0+ 时

1√
x
→∞，不可能被任何常数 M 控

制，矛盾。这说明” 一致连续” 比”Lipschitz 连续” 更弱。

等距映入与等距同构

设 (X, d1)，(Y, d2) 是度量空间。称 f : X → Y 为等距映入，如果

d2
(
f(x), f(y)

)
= d1(x, y), ∀x, y ∈ X.

若 f 还是满射，则称 f 为等距同构。

注：

① 等距映入 ⇒ 一致连续，且是 1-Lipschitz 的——这是显然的，因为定义里的等号本

身就给出 d2(f(x), f(y)) = 1 · d1(x, y)，取 M = 1 即满足 Lipschitz 的定义，再由上

面证过的”Lipschitz ⇒ 一致连续” 即可。

② 等距映入 ⇒ 单射——若 f(x) = f(y)，则 d1(x, y) = d2(f(x), f(y)) = 0，由度量的

正定性 x = y。

映射复合的性质

设 f : (X, d1)→ (Y, d2)，g : (Y, d2)→ (Z, d3)。

1. 连续映射的复合仍连续；

2. 一致连续映射的复合仍一致连续；

3. 若 f 是 M1-Lipschitz、g 是 M2-Lipschitz 的，则 g ◦ f 是 M1M2-Lipschitz 的。

证明：1. 用开集刻画连续性最直接：对 Z 中任意开集 O，(g◦f)−1(O) = f−1
(
g−1(O)

)
。

由 g 连续，g−1(O) 是 Y 中开集；再由 f 连续，f−1(g−1(O)) 是 X 中开集。所以 (g◦f)−1(O)

总是开集，即 g ◦ f 连续。

2. 设 f, g 都一致连续。任给 ε > 0，由 g 一致连续，存在 η > 0 使得 d2(y1, y2) <

η ⇒ d3(g(y1), g(y2)) < ε；再由 f 一致连续（对这个 η），存在 δ > 0 使得 d1(x1, x2) <

δ ⇒ d2(f(x1), f(x2)) < η。合起来，d1(x1, x2) < δ ⇒ d3
(
g(f(x1)), g(f(x2))

)
< ε，且这里

的 δ 只依赖于 ε（通过 η），与具体点无关，这正是 g ◦ f 一致连续。

3. 直接计算：

d3
(
g(f(x)), g(f(y))

)
≤M2 d2

(
f(x), f(y)

)
≤M2M1 d1(x, y),
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所以 g ◦ f 是 M1M2-Lipschitz 的。

这三条都只是”⇒”，反过来一般不成立：复合映射有好的性质，不能反推出每一个”
因子” 映射也有同样的性质。

拓扑等价与同胚

拓扑等价

设 X 是一个集合，d1, d2 是 X 上的两个度量。称 d1, d2（或它们各自诱导的拓扑）

拓扑等价，如果它们诱导出相同的开集族。

等价地，我们称 d1, d2 拓扑等价，若对 X 中任意序列 {xn} 和任意点 x ∈ X，

xn
d1−→ x ⇐⇒ xn

d2−→ x,

即 {xn} 在 d1 下收敛到 x 当且仅当它在 d2 下收敛到 x。

定理

X 上 d1, d2 拓扑等价 ⇐⇒ 恒同映射 id : (X, d1) → (X, d2) 和它的逆 id−1 :

(X, d2)→ (X, d1)（也是恒同映射，只是把两个度量的角色互换）都连续。

下列条件都与”d1, d2 拓扑等价” 等价：

(i) d1, d2 诱导相同的收敛序列；

(ii) (X, d1) 与 (X, d2) 有相同的开集；

(iii) (X, d1) 与 (X, d2) 有相同的闭集；

(iv) ∀x ∈ X, r > 0, ∃ s > 0，使得 Bd2(x, s) ⊂ Bd1(x, r)，并且把 d1, d2 互换后同样成立。

这几条其实都是”id 双向连续” 这件事的不同说法：(ii)(iii) 就是用开集/闭集刻画连

续（上面刚证过的定理，应用在 f = id 上）；(iv) 是把” 开集” 这个抽象说法换成最原始

的球的语言展开；(i) 则是连续的序列刻画的翻版。它们互相等价的证明方式和前面证

连续的四种刻画完全一样，这里不重复。

同胚

设 (X, d1)，(Y, d2) 是（可以不同的）两个度量空间。称 f : X → Y 为 同胚，如果

f 是连续双射，且 f−1 也连续。

注：

① 拓扑等价说的是同一个集合 X 上两个度量 d1, d2 之间的关系；

② 同胚说的是（可能）不同的两个度量空间 (X, d1) 与 (Y, d2) 之间的关系；
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③ 两者的联系：取 Y = X，f = id，则 d1 与 d2 拓扑等价 ⇐⇒ id : (X, d1)→ (X, d2)

是同胚。也就是说，” 拓扑等价” 正是” 同胚” 这个更一般的概念，特殊化到” 用恒

同映射比较同一个集合上两个度量” 的情形。

例

1. f(x) =
x

1 + |x|
，R→ (−1, 1)，是同胚。

2. arctan : R→
(
−π

2
,
π

2

)
，是同胚。

3. 任意两个有界开区间都同胚（用线性映射构造：(a, b) 到 (c, d) 可取仿射映射 x 7→
c+

d− c

b− a
(x− a)）。

先验证例 1：f(x) =
x

1 + |x|
在 x ≥ 0 时化为

x

1 + x
，严格递增，从 0 增到（当

x→∞ 时）趋于 1；在 x < 0 时化为
x

1− x
，同样严格递增，从（当 x→ −∞ 时）趋于

−1 增到 0。两段在 x = 0 处平滑衔接（都取值 0），所以 f 在整个 R 上严格递增、连续，

值域恰为 (−1, 1)，从而是双射。可以解出反函数 f−1(y) =
y

1− |y|
（y ∈ (−1, 1)），同样

是连续的有理函数（分母 1− |y| 在 (−1, 1) 上恒不为零）。故 f 是同胚。

下面比较 C[0, 1] 上的两个度量。回忆 d∞(f, g) = maxx∈[0,1] |f(x)− g(x)|，d1(f, g) =∫ 1

0
|f(x)− g(x)| dx。因为

d1(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)| dx ≤
∫ 1

0

max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)| dx = d∞(f, g),

所以 id : (C[0, 1], d∞) → (C[0, 1], d1) 是（1-Lipschitz 从而）连续的：一致收敛（d∞ 收

敛）一定推出 d1 收敛。但反过来不成立——存在在 d1 意义下收敛、但不一致收敛的函

数列（比如底边越来越窄、高度不变的” 移动小山包” 函数列，d1 趋于 0 但 d∞ 恒为常

数）。这说明 id : (C[0, 1], d1)→ (C[0, 1], d∞) 不连续，从而两个度量诱导出的拓扑 T∞, T1

不是拓扑等价的：T∞ 比 T1 ” 更细/更强” （d1-开集一定是 d∞-开集，但反过来不然），

记作 T1 ⊊ T∞。

度量等价

设 X 是一个集合，d1, d2 是 X 上的两个度量。称 d1, d2 为 等价度量，如果存在常

数 c1, c2 > 0，使得

c1 d1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ c2 d1(x, y), ∀x, y ∈ X.

命题

X 上两个度量 d1, d2 度量等价 ⇐⇒ id : (X, d1) → (X, d2) 与 id−1 : (X, d2) →
(X, d1) 都是 Lipschitz 的（Lipschitz 常数分别是 c2 和

1

c1
）。
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证明：若 c1d1 ≤ d2 ≤ c2d1，则右边不等式 d2(x, y) ≤ c2 d1(x, y) 正是说 id :

(X, d1) → (X, d2) 是 c2-Lipschitz 的；左边不等式改写为 d1(x, y) ≤
1

c1
d2(x, y)，正是

说 id−1 : (X, d2) → (X, d1) 是
1

c1
-Lipschitz 的。反过来，若两个方向都是 Lipschitz 的

（常数分别记为 c2,
1

c1
），逆推回去就得到两个不等式，即度量等价。

注：度量等价 ⇒ 拓扑等价（Lipschitz 蕴含连续），但反之不然。

下面两个例子说明反之不然。

• d 与 ρ =
d

1 + d
（上一讲” 有界集” 一节提到过）拓扑等价——诱导相同的收敛列。

但当 X 在 d 下无界时，两者不是度量等价的：若存在 c1 使 c1d(x, y) ≤ ρ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
对一切 x, y 成立，取 d(x, y) → ∞，右边趋于 1 而左边趋于 ∞（只要

c1 > 0），不等式必然失效。

• | · |（R 上通常的度量）与 arctan 型度量 darctan(x, y) = | arctanx− arctan y| 也是类

似的情形：arctan 把整个 R ” 压缩” 进有界区间 (−π/2, π/2)，darctan 有界而 | · | 无
界，同样不可能被一个常数上下夹住。

这说明” 度量等价” 是比” 拓扑等价” 更强的条件：它不仅要求两个度量有相同的收敛

列，还要求它们对” 距离大小” 的度量方式在常数倍的意义下彼此可控。

1.6 Cauchy 列与完备性

Cauchy 列

设 (X, d) 是度量空间。称序列 {xn} ⊂ X 是 Cauchy 列，如果

∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t. ∀m,n > N, d(xm, xn) < ε.

直观地说，Cauchy 列是” 自己跟自己越来越近” 的序列——不需要预先知道极限是

谁，只要求序列的任意两项（下标都足够大时）彼此靠近。这一点和” 收敛” 的定义不

同：收敛需要预先给出一个候选极限 x，而 Cauchy 列的定义完全不提到 X 之外或之内

的任何具体点。

命题

设 {xn} 是 (X, d) 中的序列，则：

① 收敛序列是 Cauchy 列；

② Cauchy 列不一定收敛；

③ 若 Cauchy 列有一个收敛子列（即有聚点），则它本身收敛到同一极限；
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④ Cauchy 列有界；

⑤ 一致连续映射把 Cauchy 列映为 Cauchy 列，但连续映射不必。

下面逐条给出证明或例子。

①设 xn → x。任给 ε > 0，存在 N，使 n > N 时 d(xn, x) < ε/2。于是对 m,n > N，

由三角不等式，

d(xm, xn) ≤ d(xm, x) + d(x, xn) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

即 {xn} 是 Cauchy 列。

②反例：在 Q（有理数集，配通常的绝对值度量）中取一列有理数 xn →
√
2（比如

√
2 的小数截断：1, 1.4, 1.41, 1.414, . . .）。这列数在 R 中收敛（到

√
2），由①它在 R

中是 Cauchy 列，而 Cauchy 列的定义只涉及数列自身两两之间的距离，与” 放在哪个

空间里看” 无关，所以它在 Q 中同样是 Cauchy 列。但它在 Q 中不收敛——因为唯一

可能的极限
√
2 /∈ Q。这说明” 是 Cauchy 列” 不能推出” 收敛”，除非所在的空间本身足

够” 完整”（这正是下面要引入的” 完备性”）。
③设 {xn}是 Cauchy 列，子列 {xnk

}收敛到 a。任给 ε > 0：由 Cauchy 性，存在 N，

使 m,n > N 时 d(xm, xn) < ε/2；由子列收敛，存在 k0，使 nk0 > N 且 d(xnk0
, a) < ε/2。

于是对任意 n > N，

d(xn, a) ≤ d(xn, xnk0
) + d(xnk0

, a) <
ε

2
+

ε

2
= ε

（这里用到 n, nk0 > N，故 d(xn, xnk0
) < ε/2 由 Cauchy 性给出）。所以 xn → a。

④取 ε = 1，由 Cauchy 性存在 N，使 m,n > N 时 d(xm, xn) < 1。固定 n0 = N +1，

则对一切 n > N，d(xn, xn0) < 1，即 {xn : n > N} ⊂ B(xn0 , 1)。前面有限项 x1, . . . , xN

是有限集，取

M = max
(
1, max

1≤k≤N
d(xk, xn0)

)
+ 1,

则整个序列 {xn} ⊂ B(xn0 ,M)，即 {xn} 有界。

⑤设 f 一致连续，{xn}是 Cauchy 列。任给 ε > 0，由一致连续性存在 δ > 0（与点

无关），使得 d1(x, y) < δ ⇒ d2(f(x), f(y)) < ε。又因 {xn} 是 Cauchy 列，存在 N，使

m,n > N 时 d1(xm, xn) < δ，从而 d2(f(xm), f(xn)) < ε。这说明 {f(xn)} 是 Cauchy 列。

但仅有连续性是不够的：取 f(x) =
1

x
，X = (0, 1)（配通常的绝对值度量）。f 在

(0, 1) 上处处连续，但不一致连续。取 xn =
1

n
，这是 R 中的收敛列（收敛到 0），由①

它是 Cauchy 列，且各项都落在 (0, 1) 中（n ≥ 2 时），所以 {xn} 是 (0, 1) 中的 Cauchy
列。但 f(xn) = n → ∞，{f(xn)} 甚至无界，由④（逆否）它不可能是 Cauchy 列。这

说明” 连续” 这个较弱的条件不足以保证 Cauchy 列被映成 Cauchy 列。
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完备性

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X。称 A 是完备的，如果 A 中任意 Cauchy 列都收敛

到 A 中的点。若 X 本身是完备的，就称 (X, d) 为 完备的度量空间，也说 d 是完备的。

结合上面命题②③，完备性说的正是”Cauchy 列不会漏出这个空间之外”——Q 不

完备，是因为它里面有 Cauchy 列（如上面那个逼近
√
2 的有理数列）” 跑到” 了 Q 之

外（跑到了 R \Q）；而完备的空间不会发生这种事。

例

1. (R, | · |) 完备；

2. [0, 1] 完备；

3. Rn 在 d1, d2, d∞（任一种度量）下完备，其中 d∞ ≤ d2 ≤ d1 ≤ n d∞；

4. 离散度量空间完备；

5. (C[0, 1], d∞) 完备；

6. (C[0, 1], d1) 不完备（完备化之后就是 L1 空间）；

7. c00(N)（只有有限项非零的实数列全体，配 sup 度量）不完备（完备化之后是 c0）。

下面逐条说明。

1.R 的完备性是实数理论的基本事实（比如可以从确界原理推出，这里作为已知结

果使用，不再重新证明）。

2.[0, 1] 是 R 中的闭集，而完备空间的闭子集自身也完备：设 {xn} ⊂ [0, 1] 是 Cauchy
列，由 R 完备，它在 R 中收敛到某个 x ∈ R；又 [0, 1] 是闭集，收敛列的极限若各项都

在闭集中，极限本身也在这个闭集中，所以 x ∈ [0, 1]。故 [0, 1] 完备。

3. 关键在于：d1, d2, d∞ 这三个度量两两度量等价（由给出的不等式链 d∞ ≤ d2 ≤
d1 ≤ n d∞，任两个之间都能被彼此的常数倍夹住）。由上一节” 度量等价 ⇒ 两个方向

都是 Lipschitz，从而都是一致连续”，再结合命题⑤，一个度量下的 Cauchy 列自动是

另一个度量下的 Cauchy 列；同时度量等价也蕴含拓扑等价，极限点也是同一个。所以

只需在一个度量（比如最熟悉的 d2，欧氏度量）下验证完备性即可，而 (Rn, d2) 的完备

性可以逐坐标归结到 R 的完备性：{x(k)} ⊂ Rn 是 d2-Cauchy 列时，每个坐标分量数列

{x(k)
i }k（i = 1, . . . , n）都是 R 中的 Cauchy 列（因为坐标差不超过整体的 d2 距离），由

R 完备，各分量收敛，拼起来的极限向量就是 {x(k)} 在 Rn 中的极限。

4. 设 (X, d) 是离散度量空间，{xn} 是 Cauchy 列。取 ε =
1

2
（小于离散度量唯一的

非零取值 1），由 Cauchy 性存在 N，使 m,n > N 时 d(xm, xn) <
1

2
；但离散度量只取 0

或 1，所以只能是 d(xm, xn) = 0，即 xm = xn。这说明 Cauchy 列在离散度量下必然 最

终是常值序列，从而显然收敛（收敛到这个常值）。故离散空间完备。
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5. 设 {fn} ⊂ C[0, 1] 是 (C[0, 1], d∞) 中的 Cauchy 列。

第一步（构造极限候选，逐点极限）：任给 ε > 0，存在 N = N(ε) ∈ N，使得

m,n > N 时

max
x∈[0,1]

|fm(x)− fn(x)| < ε. (∗)

对每个固定的 x ∈ [0, 1]，由 (∗)，{fn(x)} 是 R 中的 Cauchy 列（因为 |fm(x)− fn(x)| ≤
maxt |fm(t)− fn(t)| < ε）。由 R 的完备性，令 f(x) := limn→∞ fn(x)，即 fn 在 [0, 1] 上

逐点收敛到某个函数 f。

第二步（逐点收敛加强为一致收敛）：固定 (∗) 中的 N，对任意 n > N、任意 x ∈ [0, 1]，

(∗) 中令 m→∞（此时 fm(x)→ f(x)，不等式两边取极限，< 变为 ≤）：

|f(x)− fn(x)| ≤ ε, ∀x ∈ [0, 1].

两边对 x 取上确界，得 supx∈[0,1] |f(x)− fn(x)| ≤ ε （对一切 n > N）。这说明 fn 一致

收敛到 f，不只是逐点收敛。

第三步（极限函数 f 连续，即 f ∈ C[0, 1]）：任取 x0 ∈ [0, 1]，ε > 0。由第二步，

取 n 充分大使 supx |f(x) − fn(x)| < ε/3；又 fn 连续，存在 δ > 0，使 |x − x0| < δ 时

|fn(x)− fn(x0)| < ε/3。于是对这样的 x，

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

这说明 f 在 x0 连续；由 x0 的任意性，f 在 [0, 1] 上处处连续，即 f ∈ C[0, 1]。

综合三步：{fn} 在 (C[0, 1], d∞) 中收敛到 f ∈ C[0, 1]，故 (C[0, 1], d∞) 完备。（第三

步正是” 一致收敛的连续函数列，其极限函数仍连续” 这一事实的证明。）

6. 考虑一列 fn ∈ C[0, 1]：

fn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

n
(
x− 1

2

)
, 1

2
≤ x ≤ 1

2
+ 1

n
,

1, 1
2
+ 1

n
≤ x ≤ 1

（在
[
1
2
, 1
2
+ 1

n

]
上用直线把 0 连到 1，其余地方是常数 0 或 1，fn 显然连续）。

断言 1：{fn} 是 (C[0, 1], d1) 中的 Cauchy 列。不妨设 m > n，这时两个函数只在[
1
2
, 1
2
+ 1

n

]
上可能不同（在这个区间之外，只要 x ≥ 1

2
+ 1

n
≥ 1

2
+ 1

m
就有 fm(x) = fn(x) = 1，

x ≤ 1
2

时都是 0）。令 t = x − 1
2
∈ [0, 1

n
]，则 fn 在这段是 nt，fm 在这段是 min(1,mt)

（t ≥ 1
m

之后封顶为 1）。分两段计算：∫ 1/m

0

∣∣(m− n)t
∣∣ dt = m− n

2m2
,

∫ 1/n

1/m

∣∣1− nt
∣∣ dt = (m− n)2

2m2n
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（第二段是从 1− n
m

线性降到 0 的三角形面积）。两段相加，化简后得到

d1(fm, fn) =
m− n

2m2
+

(m− n)2

2m2n
=

m− n

2mn
=

1

2

(
1

n
− 1

m

)
≤ 1

2n
−−−→
n→∞

0,

所以 {fn} 是 (C[0, 1], d1) 中的 Cauchy 列。

断言 2：{fn} 在 (C[0, 1], d1) 中不收敛。用反证法。假设存在 f ∈ C[0, 1] 使

d1(fn, f)→ 0。

先看右边：任取 a ∈
(
1
2
, 1
)
，只要 n 大到 1

n
< a− 1

2
（即 1

2
+ 1

n
< a），就有 fn ≡ 1

在 [a, 1] 上。于是对这样的 n，∫ 1

a

|1− f(x)| dx =

∫ 1

a

|fn(x)− f(x)| dx ≤ d1(fn, f) −−−→
n→∞

0.

左边
∫ 1

a
|1− f(x)|dx 是一个不依赖 n 的固定数，却被一列趋于 0 的数控制住，只能恒为

0。而 |1 − f(x)| 连续非负，积分为零又意味着它处处为零（如果某点 |1 − f(x0)| > 0，

由连续性它在 x0 附近一个小区间上也保持远离 0，积分就不可能是 0）。所以 f ≡ 1 在

[a, 1] 上；由 a 可以任意接近 1
2
，得 f ≡ 1 在

(
1
2
, 1
]
上。

再看左边：对一切 n，由定义 fn ≡ 0 在 [0, 1
2
] 上，所以∫ 1/2

0

|f(x)| dx =

∫ 1/2

0

|fn(x)− f(x)| dx ≤ d1(fn, f) −−−→
n→∞

0,

同样的论证给出 f ≡ 0 在
[
0, 1

2

]
上，特别地 f(1

2
) = 0。

现在看 f 在 x = 1
2
处：一方面 f(1

2
) = 0；另一方面，f 在

(
1
2
, 1
]
上恒为 1，由 f 连

续，lim
x→ 1

2

+ f(x) = f(1
2
)，但左边这个极限应该是 1（因为 x > 1

2
时 f(x) ≡ 1），右边却

是 0，矛盾。所以假设不成立，{fn} 在 (C[0, 1], d1) 中没有极限。

这说明 (C[0, 1], d1) 不完备。这也是为什么后面课程要引入 L1 空间——它正是把

C[0, 1] 按 d1 这个度量” 补全” 之后得到的完备空间（C[0, 1] 的 完备化）。

7.c00(N) = {x = (x1, x2, . . . , xk, . . . ) : xk ∈ R, xk 中只有有限项不为0}，配范数

‖x‖∞ = maxk |xk| 和度量 d∞(x, y) = maxk |xk − yk|，这显然是一个度量空间。

取

x(n) =
(
1,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, 0, 0, . . .

)
∈ c00(N).

对 m > n，x(m) 与 x(n) 只在第 n + 1, . . . ,m 个坐标上不同（分别是 1
n+1

, . . . , 1
m

与 0），

这些坐标里差的绝对值最大是 1
n+1

（因为 1
k

递减），所以 d∞(x(n), x(m)) = 1
n+1
→ 0，即

{x(n)} 是 Cauchy 列。

但它在 c00(N) 中不收敛：假设某个 y ∈ c00(N) 是它的极限，y 只有有限项非零，设

yk = 0（k > M）。取固定坐标 k = M + 1：只要 n ≥ M + 1，就有 x
(n)
M+1 = 1

M+1
（不

随 n 变化），而 yM+1 = 0，所以 d∞(x(n), y) ≥
∣∣x(n)

M+1 − yM+1

∣∣ = 1
M+1

对一切 n ≥M + 1

成立，不趋于 0，矛盾。所以 {x(n)} 没有 c00(N) 中的极限——它的” 极限候选” 其实是
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x∗ =
(
1, 1

2
, 1
3
, . . . , 1

n
, . . .

)
，这是一个无穷多项非零、但趋于 0 的数列，x∗ /∈ c00(N)。这说

明 c00(N) 不完备，它的完备化正是

c0 :=
{
x = (x1, . . . , xn, . . . ) : xn ∈ R, lim

n→∞
xn = 0

}
.

完备与闭集

定理 1

设 (X, d) 是一个度量空间，A ⊂ X。若 (A, d) 完备，则 A 是 X 中的闭集。

注：这一条不需要假设 X 本身完备。

证明

只需证明 A = A。任取 x ∈ A，由闭包的定义（上一讲），存在 {xn} ⊂ A，使 xn
d−→ x。

由于 {xn} 收敛，由本节命题①，它是 A 中的 Cauchy 列；又 A 完备，所以存在 y ∈ A，

使 xn
d−→ y。由极限的唯一性，x = y，从而 x ∈ A。这说明 A ⊂ A；结合恒有的 A ⊂ A，

得 A = A，即 A 是闭集。

定理 2

设 (X, d) 是一个完备的度量空间，A ⊂ X，则

(A, d) 完备 ⇐⇒ A 是X 中的闭集.

证明。(⇒) 就是刚证过的定理 1（甚至不需要 X 完备）。下面证 (⇐)：设 A 是闭

集，{xn} ⊂ A 是 Cauchy 列。因为 X 完备，{xn} 在 X 中收敛到某个 x ∈ X。又 A 闭，

xn ∈ A 且 xn → x 意味着 x 是 A 的一个接触点，即 x ∈ A = A（用到 A 闭）。所以

{xn} 收敛到 A 中的点 x，即 (A, d) 完备。这里 X 的完备性是关键——它保证了 {xn}
在” 更大” 的 X 里确实有极限可以收敛到，再靠 A 闭把这个极限拉回 A 内部。

注（判断是否完备的两个常用方法）：

(1) 要证明某个集合完备，往往只需证明它是一个已知完备空间的 闭子集（定理 2 的

⇐ 方向）；

(2) 要证明某个集合不完备，往往可以把它看作一个已知完备空间里不闭的子集（定理

1 的逆否）。比如 (0, 1] ⊂ R 不闭，所以不完备；又比如 c00 ⊂ `∞（`∞ 是全体有界

实数列配 sup 度量，完备性的证明和 (C[0, 1], d∞) 完备的证明是同一套路：逐点取

极限、再证一致收敛、最后说明极限数列仍有界），c00 在 `∞ 中不闭（上面 7. 的

x(n) → x∗ /∈ c00 就是见证），所以由定理 1 的逆否，c00 不完备——这和上面直接验

证的结论一致，从另一个角度重新说明了一遍。
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1.7 压缩映射与 Banach 不动点定理

压缩映射

设 (X, d) 是度量空间。称 f : X → X 是压缩映射，如果它是 α-Lipschitz 的，且

Lipschitz 常数 α < 1，即

∃α ∈ (0, 1), s.t. d
(
f(x), f(y)

)
≤ α d(x, y), ∀x, y ∈ X.

注意压缩映射要求 f 把 X 映到自身（f : X → X），这是为了下面能不断迭代

f(f(f(· · · )))；这一点在后面的反例里会看到它的重要性。

例

1. R 上 f(x) = αx（|α| < 1）是压缩映射：d(f(x), f(y)) = |αx− αy| = |α| |x− y|，压

缩常数就是 |α| < 1 本身。

2. sinx与 |x|是 1-Lipschitz 的，但不是压缩映射：lim
x→0

| sinx− sin 0|
|x− 0|

= 1（即 (sinx)′|x=0 =

1）。具体地，sin 在 R 上确实 1-Lipschitz （因为 | sin′ | = | cos | ≤ 1，由中值定理

| sinx− sin y| = | cos c| |x− y| ≤ |x− y|）。但要成为压缩映射，需要存在某个固定的

α < 1 对所有点对都成立；而比值
| sinx− sin 0|
|x− 0|

当 x → 0 时趋于导数值 1，也就

是说这个比值可以任意接近 1，找不到一个一致的 α < 1 把它压下去。|x| 也类似：

当 x, y 同号时
∣∣|x| − |y|∣∣ = |x− y|，比值恒为 1，更直接地说明它不是压缩映射。

3. f(x) = x3 在 R 上不是 Lipschitz 的，但限制在
[
− 1

3
, 1
3

]
上是 1

3
-压缩映射。事实上，

在
[
− 1

3
, 1
3

]
上 |f ′(x)| = 3x2 ≤ 3 ·

(
1
3

)2
= 1

3
，由中值定理，|f(x)−f(y)| ≤ 1

3
|x−y|，压

缩常数 α = 1
3
< 1；而在整个 R 上 3x2 无界（x→∞ 时），找不到统一的 Lipschitz

常数，所以 x3 在 R 上不是（整体）Lipschitz 的。

4. 称 f 是减小距离的，如果 d(f(x), f(y)) < d(x, y) （x 6= y）。这不等价于压缩映射。

例如 h(x) =
√
x2 + 1，|h′(x)| = |x|√

x2 + 1
< 1。具体地，由中值定理，h(x)− h(y) =

h′(c)(x− y)（c 在 x, y 之间），而 |h′(c)| = |c|√
c2 + 1

< 1 对每一个有限的 c 都严格成

立，所以 |h(x)− h(y)| < |x− y|（x 6= y），即 h 逐点” 减小距离”。但当 |c| → ∞ 时

|h′(c)| → 1（只是永远达不到 1），也就是说 supc∈R |h′(c)| = 1，找不到一个一致的

α < 1 使 |h(x)− h(y)| ≤ α|x− y| 对一切 x, y（尤其是 x, y 都很大时）成立。这个

例子说明” 逐点减小距离” 是比” 压缩映射” 更弱的条件——少了” 用同一个 α 控

制所有点对” 这个一致性，下面 Banach 定理的证明里会看到这个一致性正是关键。
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Banach 压缩映射原理

先引入一个基本概念。设 g : X → X，称 x0 ∈ X 是 g 的不动点，如果 g(x0) = x0。

注：x− g(x) 的零点对应 g 的不动点——把” 求不动点” 看成” 求某个函数的零点”，
是分析里常见的转化。

定理（Banach 压缩映射原理）

设 (X, d) 是一个完备的度量空间，f : X → X 是压缩映射，则

∃! x ∈ X, s.t. f(x) = x

（即 f 在 X 中有且仅有一个不动点）。

证明

唯一性。因为 f 是压缩映射，存在 α ∈ (0, 1)，使 d(f(x), f(y)) ≤ α d(x, y) 对一切

x, y ∈ X 成立。若有两个不动点 x1 6= x2（即 f(xi) = xi，i = 1, 2），则

d(x1, x2) = d
(
f(x1), f(x2)

)
≤ α d(x1, x2).

因为 x1 6= x2，d(x1, x2) > 0，两边同除以 d(x1, x2) 得 1 ≤ α，与 α < 1 矛盾。所以不动

点至多一个。

存在性。任取 x0 ∈ X，归纳地定义序列

xn+1 = f(xn), n ≥ 0.

断言：{xn}n≥0 是 Cauchy 列。先估计相邻两项的距离：

d(x2, x1) = d
(
f(x1), f(x0)

)
≤ α d(x1, x0),

d(x3, x2) = d
(
f(x2), f(x1)

)
≤ α d(x2, x1) ≤ α2d(x1, x0),

依此类推（归纳法），一般地

d(xn+1, xn) ≤ αn d(x1, x0), ∀n ≥ 0.

于是对任意 m > n，由三角不等式反复展开，

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

≤
(
αm−1 + αm−2 + · · ·+ αn

)
d(x1, x0),

右边是等比数列求和：(
αm−1 + · · ·+ αn

)
d(x1, x0) =

αn − αm

1− α
d(x1, x0) ≤

αn

1− α
d(x1, x0).
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因为 0 < α < 1，αn → 0（n→∞），所以上式当 n→∞ 时趋于 0（对一切 m > n 一致

地趋于 0），这正是 Cauchy 列的定义。

由 (X, d) 的完备性，存在 a ∈ X，使 lim
n→∞

xn = a。又由 xn+1 = f(xn)，两边令

n→∞ 取极限：左边 → a；右边 f(xn)→ f(a)（因为压缩映射本身就是连续的：压缩

⇒ Lipschitz⇒ 连续，前面讲过 Lipschitz 映射保持收敛列的极限）。所以 a = f(a)，即

a 就是 f 的不动点。

综合两步，f 在 X 中有且仅有一个不动点。

注

① 证明表明，从任意 x0 ∈ X 出发做迭代 xn = f(f(· · · f(x0))) = fn(x0)，都收敛到同

一个不动点——不动点不依赖于迭代的起点。

② 误差估计：在上面 ∀m > n 的不等式里令 m→∞（用 xm → a），得到

d(xn, a) ≤
αn

1− α
d(x1, x0),

这给出了用第 n 步迭代 xn 逼近真正不动点 a 时的误差上界，在数值计算里很有用

——不需要知道 a 是谁，只需要知道 α 和头两步的距离，就能估计迭代多少步能

达到给定精度。

定理中的两个假设（X 完备；f 是 X 到自身的压缩映射）缺一不可，下面用两个

反例说明。

反例一（X 不完备）：取 X =
(
0, 1

4

)
（配通常的绝对值度量），f(x) = x2。首

先 f 确实把 X 映入 X：x ∈
(
0, 1

4

)
时 x2 ∈

(
0, 1

16

)
⊂
(
0, 1

4

)
。其次 f 是压缩映射：

|f ′(x)| = 2x < 2 · 1
4
= 1

2
对 x ∈

(
0, 1

4

)
成立，所以 α = 1

2
即可。但方程 x2 = x 的解只

有 x = 0 或 x = 1，都不在开区间
(
0, 1

4

)
内——f 在这个 X 里没有不动点！问题出在

X =
(
0, 1

4

)
不是 R 中的闭集，由上一节的定理，它不完备（比如 xn = 1

n+10
→ 0 /∈ X 就

是一个跑出 X 的 Cauchy 列）。这说明 Banach 定理里”X 完备” 这个假设不能去掉。

反例二（f 不是自映射）：取 X = [0, 1]，但 f : [0, 1]→ R，f(x) = 1
2
x+ 1。f 确实

是压缩映射（1
2
-Lipschitz，1

2
< 1），但 f

(
[0, 1]

)
=
[
1, 3

2

]
6⊂ [0, 1]——f 并没有把 X 映到

自身，不满足 f : X → X 这个前提。方程 x = 1
2
x + 1 的解是 x = 2，不在 [0, 1] 里，f

在 [0, 1] 内没有不动点。这说明”f : X → X”（压缩映射的定义本身要求的自映射性质）

也不能少。

推广：某次迭代是压缩映射即可

定理

设 (X, d) 完备，f : X → X，且存在 k ≥ 1，使 fk（f 自己复合 k 次）是压缩映射，

则 f 有唯一的不动点 x∗，且对任意 x0 ∈ X，fn(x0)→ x∗（n→∞）。
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证明

记 g = fk。因为 g 是完备空间 X 上的压缩映射，由 Banach 定理，g 有唯一不动

点 x∗，且对任意 y0 ∈ X，gn(y0)→ x∗。

x∗ 也是 f 的不动点：f 与 g = fk 显然可交换（都是 f 的方幂）：f ◦ g = f ◦ fk =

fk+1 = fk ◦ f = g ◦ f。于是

g
(
f(x∗)

)
= f

(
g(x∗)

)
= f(x∗),

即 f(x∗) 也是 g 的一个不动点；而 g 的不动点唯一（就是 x∗），所以 f(x∗) = x∗。

f 的不动点唯一：若 f(y) = y，两边反复作用 f 得 g(y) = fk(y) = y，即 y 也是 g

的不动点，由 g 不动点唯一，y = x∗。

从任意起点迭代收敛：这一步需要小心处理——定理只假设了 g = fk 是压缩映射

（从而 g 自动连续），并没有假设 f 本身连续，所以不能像” 取极限时把 f r 直接作用到

极限上” 那样处理。下面用交换律绕开这个问题。

引理（f r 与 g 可交换）：对一切整数 r ≥ 0，f r ◦ g = g ◦ f r。

证明：对 r 归纳。r = 0 时 f 0 = idX，显然与 g 交换。设 f r−1 ◦ g = g ◦ f r−1 成立，

则用前面已证的 f ◦ g = g ◦ f，

f r ◦ g = f ◦ (f r−1 ◦ g) = f ◦ (g ◦ f r−1) = (f ◦ g) ◦ f r−1 = (g ◦ f) ◦ f r−1 = g ◦ f r,

即 r 时也成立。故对一切 r ≥ 0 结论成立；进而把它反复作用 q 次，对一切 q ≥ 1 也有

f r ◦ gq = gq ◦ f r。

事实上，这个引理的证明纯粹是映射复合的代数运算（结合律 + 反复使用 f ◦ g =

g ◦ f），完全没有用到 f 连续，对任意映射 f : X → X 都成立。

收敛性的证明：任取 x0 ∈ X。对 n = qk + r（0 ≤ r < k，q →∞），

fn(x0) = f qk+r(x0) = f r
(
f qk(x0)

)
= f r

(
gq(x0)

) 引理
= gq

(
f r(x0)

)
.

固定 r，记 zr := f r(x0) ∈ X——这是 X 中一个不随 q 变化的固定点。因为 g 是完备空

间 X 上的压缩映射，由 Banach 定理，从 任意起点出发迭代 g 都收敛到 x∗；特别取起

点为 zr，得

f qk+r(x0) = gq(zr) −→ x∗ (q →∞).

这对每一个固定的余数 r ∈ {0, 1, . . . , k − 1}（只有有限个）都成立，所以整个序列

fn(x0)→ x∗（n→∞）。

关键的技巧是先用交换律把 f r 挪到内层，作用在固定点 zr = f r(x0) 上，这样” 随

q → ∞ 变化” 的部分就完全由 gq 承担——而 g 是压缩映射，Banach 定理本身就直接

给出” 从任意起点收敛”，不需要再对外层的 f r 取极限（也就不需要 f r 连续这个额外

假设）。如果反过来想先对 gq(x0) → x∗ 取极限、再把 f r” 穿过” 极限号作用上去（即

f r(gq(x0)) → f r(x∗)），那一步等价于假设 f r 连续，而这并不是定理的已知条件，是不

能这样用的。
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应用

(a) 隐函数定理的证明；

(b) Newton 迭代 g(x) = x− F (x)

F ′(x)
在单根附近也是压缩映射（因为 g′(x∗) = 0），故收

敛；

(c) 一阶 ODE Cauchy 问题解的存在唯一性；

(d) 非线性方程组解的存在性。

对 (b)，设 x∗ 是 F 的单根，即 F (x∗) = 0 且 F ′(x∗) 6= 0。直接求导：

g′(x) = 1− F ′(x)F ′(x)− F (x)F ′′(x)

F ′(x)2
=

F (x)F ′′(x)

F ′(x)2
,

代入 x = x∗：因为 F (x∗) = 0，g′(x∗) = 0。由 F ′(x∗) 6= 0 及 F ∈ C2，g′ 在 x∗ 附近连

续，故存在 x∗ 的一个邻域，使 |g′| 在其中小于 1（比如小于 1
2
），由中值定理，g 在这个

邻域内是压缩映射（把邻域取成一个以 x∗ 为心的闭区间，并验证 g 把它映入自身，即

可套用 Banach 定理），这就是 Newton 迭代在单根附近局部收敛的原因。(c)(d) 分别在

下面两个例子里展开。

应用一：一阶 ODE 的存在唯一性（Picard–Lindelöf 定理）

定理

设 f(t, x) 在矩形 R = [−a, a] × [ζ − b, ζ + b] 上连续，M = maxR |f |，且 f 关于 x

（在 R 上）一致 Lipschitz：

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L |x− y|, ∀ |t| ≤ a, x, y ∈ [ζ − b, ζ + b].

令

h = min
{
a,

b

M
,

1

2L

}
.

则 Cauchy 问题 
dx

dt
= f(t, x),

x(0) = ζ
(1)

在 [−h, h] 上有唯一解。

证明

把微分方程改写成积分方程（不动点问题）。(1) 的解等价于

x(t)− x(0) =

∫ t

0

f
(
s, x(s)

)
ds

⇐⇒ x(t) = ζ +

∫ t

0

f
(
s, x(s)

)
ds =: (Tx)(t).
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这样一来，求解 (1) 就转化成寻找算子 T 的不动点。

构造完备的度量空间 X。取上面定义的 h ∈ (0, a]，令

X =
{
x ∈ C[−h, h] : max

−h≤t≤h
|x(t)− ζ| ≤ b

}
（X 是以常值函数 ζ 为中心、半径 b 的闭球）。X 是

(
C[−h, h], d∞

)
中的闭集（这是本讲

前面” 完备与闭集” 那一节里” 闭集” 的直接验证：若 xn ∈ X 且 xn → x（d∞ 意义下），

则 |x(t)− ζ| = limn |xn(t)− ζ| ≤ b 对每个 t 成立，所以极限 x ∈ X），而 (C[−h, h], d∞)

完备（和 (C[0, 1], d∞) 完备的证明是同一套），所以由” 闭子集完备” 定理，X 完备。

定义算子 T。对 x ∈ X，令

(Tx)(t) = ζ +

∫ t

0

f
(
s, x(s)

)
ds, t ∈ [−h, h].

因为 s 7→ f(s, x(s)) 连续（f 连续、x 连续的复合），Tx 显然是 [−h, h] 上的连续函数，

即 Tx ∈ C[−h, h]。下面验证 T : X → X 是压缩映射。

① T 把 X 映入 X。对任意 x ∈ X，t ∈ [−h, h]，

∣∣(Tx)(t)− ζ
∣∣ = ∣∣∣∣∫ t

0

f
(
s, x(s)

)
ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ |t|

0

∣∣f(s, x(s))∣∣ ds ≤ |t|M ≤ hM ≤ b

（最后一步用 h ≤ b/M）。所以 max|t|≤h |(Tx)(t)− ζ| ≤ b，即 Tx ∈ X。

② T 是压缩映射。对任意 x, y ∈ X，

max
|t|≤h

∣∣(Tx)(t)− (Ty)(t)
∣∣ = max

|t|≤h

∣∣∣∣∫ t

0

[
f(s, x(s))− f(s, y(s))

]
ds

∣∣∣∣
≤ max

|t|≤h
|t| · L ·max

|s|≤h
|x(s)− y(s)|

≤ hLd∞(x, y).

即 d∞(Tx, Ty) ≤ hLd∞(x, y)。由 h ≤ 1

2L
，压缩常数 α := hL ≤ 1

2
< 1，所以 T 是压缩

映射。

结论。由 Banach 压缩映射原理，T 在完备空间 X 上有唯一不动点 x ∈ X，即

x(t) = ζ +

∫ t

0

f
(
s, x(s)

)
ds, t ∈ [−h, h].

两边对 t 求导（用微积分基本定理，被积函数 f(s, x(s)) 连续），得 x′(t) = f(t, x(t))，且

显然 x(0) = ζ，这正是 (1) 的解。

进一步，(1) 在 [−h, h] 上的所有解都是唯一的，而不只是在 X 里唯一。设 x̃ 是 (1)
在 [−h, h] 上的任意连续解，则 x̃ 也满足积分方程 x̃ = T x̃，套用和” ①” 完全相同的估

计（把 x 换成 x̃），得 max|t|≤h |x̃(t)− ζ| ≤ hM ≤ b，即 x̃ 自动落在 X 里。所以 (1) 的任

何解都是 T 在 X 中的不动点，由 T 在 X 中不动点唯一，(1) 在 [−h, h] 上的解也唯一。
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注

① 如果只假设 f 连续（不假设 Lipschitz），解仍然存在（Peano 存在定理），但可能失

去唯一性。例如
dx

dt
= 2
√
|x|, x(0) = 0

同时有解 x ≡ 0 和 x(t) = t|t|（可以验证：t ≥ 0 时 x(t) = t2，x′(t) = 2t = 2
√
|x(t)|；

t < 0 时 x(t) = −t2，x′(t) = −2t = 2|t| = 2
√
|x(t)|，两段都满足方程，在 t = 0

处也光滑衔接）——问题出在 f(t, x) = 2
√
|x| 在 x = 0 附近不是 Lipschitz 的

（∂f/∂x = 1/
√
|x| → ∞）。

② 证明本身是构造性的：可以用 T 反复迭代 x0(t) ≡ ζ, xn+1 = Txn 来逐步逼近真正

的解——这就是常微分方程里的Picard 逐次逼近法。

应用二：非线性方程组的存在唯一性

例

设 a(t), b(t) 是给定的函数，证明对每个固定的 t，方程组
x =

1

2
cos(x+ y) + a(t),

y =
1

3
sin(x− y) + b(t)

都有唯一解 (xt, yt)。

证明

固定 t，在 R2 上考虑映射

T

(
x

y

)
=

(
1
2

cos(x+ y) + a
1
3

sin(x− y) + b

)
,

则 T : R2 → R2 是连续映射。在 R2 上取度量

d1
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= |x1 − x2|+ |y1 − y2|

（(R2, d1) 是完备度量空间——有限维空间在任何等价的度量下都完备）。由 | cosu −
cos v| ≤ |u− v|，| sinu− sin v| ≤ |u− v|（都是 1-Lipschitz，前面讲过），分别有∣∣∣12 cos(x1+y1)− 1

2
cos(x2+y2)

∣∣∣ ≤ 1
2

∣∣(x1+y1)− (x2+y2)
∣∣

≤ 1
2

(
|x1−x2|+ |y1−y2|

)
,∣∣∣13 sin(x1−y1)− 1

3
sin(x2−y2)

∣∣∣ ≤ 1
3

∣∣(x1−y1)− (x2−y2)
∣∣

≤ 1
3

(
|x1−x2|+ |y1−y2|

)
,
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两式相加，得

d1
(
T (x1, y1), T (x2, y2)

)
≤ 1

2

(
|x1 − x2|+ |y1 − y2|

)
+

1

3

(
|x1 − x2|+ |y1 − y2|

)
=

5

6
d1
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
.

故 T 是压缩映射（α = 5
6
< 1），存在唯一不动点，即方程组在 R2 上有唯一解。

注（度量的选取有讲究；压缩映射不是拓扑性质）：如果换用 d∞
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
=

max{|x1 − x2|, |y1 − y2|} 来重复上面的估计，会发现∣∣∣12 cos(x1+y1)− 1
2

cos(x2+y2)
∣∣∣ ≤ 1

2

(
|x1−x2|+ |y1−y2|

)
≤ 1

2
· 2 d∞

(
(x1, y1), (x2, y2)

)
= d∞

(
(x1, y1), (x2, y2)

)
,

即用 d∞ 只能得到系数 1（不是压缩！），sin 那一项同理最多给出系数 2
3
，两者取 max

后压缩常数依然是 1，达不到 < 1。也就是说 同一个映射 T，换一个（哪怕是拓扑等价

甚至度量等价的）度量，” 是不是压缩映射” 这个结论可能就不成立了——压缩映射的”
压缩常数 α” 是一个和具体度量的数值挂钩的概念，不像” 连续”” 收敛” 那样只依赖于

拓扑本身。这就是为什么解决实际问题时，度量要选得” 合适”：这里用 d1 而不是 d∞，

才能把 Banach 定理用上。

1.8 紧性与列紧性

基本定义

设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X。

定义（紧集）：称 A 是紧集，如果 A 的任意开覆盖都有有限子覆盖：即对 A 的任意

一族开集 {Ui}i∈I，若 A ⊂
⋃

i∈I Ui，则存在有限个指标 i1, . . . , in ∈ I，使得 A ⊂
⋃n

k=1 Uik。

定义（列紧集）：称 A 是列紧集，如果 A 中任意点列 {xn} 都存在子列 {xnk
} 在 X

中收敛（极限点未必在 A 内）。

定义（自列紧集）：称 A 是自列紧集，如果 A 是闭集且 A 是列紧集（等价地：A 中

任意点列都存在子列收敛到 A 中一点）。

定义（预紧集 / 完全有界集）：称 A 是完全有界集（也叫 预紧集），如果对任意

ε > 0，都存在有限个点 x1, . . . , xn ∈ X，使得

A ⊂
n⋃

i=1

B(xi, ε).
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称 {x1, . . . , xn} 为 A 的一个 ε-网。

这四个概念是本节的核心对象，后面会逐步厘清它们之间的关系（在一般度量空间

中” 紧” 与” 自列紧” 是等价的，这个等价性属于更深入的内容，这里先只讨论列紧、自

列紧与完全有界之间的关系）。

几点注记

注①（列紧的遗传性）：若 A 是列紧集，B ⊂ A，则 B 未必是列紧集；但若 A 本

身列紧，A 的任意子集中的点列自然也是 A 中的点列，故在 A（作为全空间）中取子列

收敛是自动成立的——需要小心的是极限点是否落在子集内。更常用的是相反方向的遗

传性：若 X 列紧、A ⊂ X 是闭集，则 A 也列紧（A 中的点列是 X 中的点列，取收敛

子列后极限在 X 中，再由 A 闭得极限在 A 中）。

注②（列紧与自列紧的区别）：以 R 中的 (0, 1] 为例。(0, 1] 作为 R 的子集是列紧的

（Bolzano–Weierstrass 定理：(0, 1] 中任意点列都是 R 中的有界点列，故有收敛子列，极

限点落在 R 中，即 [0, 1] 内），但 (0, 1] 不是自列紧的：例如点列 xn = 1
n
∈ (0, 1]，其任

意子列都收敛到 0 /∈ (0, 1]，即在 (0, 1] 内部找不到收敛子列的极限。

注③（全空间的情形）：当 A = X（即把 A 看作是自己的全空间）时，” 列紧” 与”
自列紧” 是一回事：X 中点列的子列若收敛，极限自然也在 X 中。区别只在于 A 是 X

的真子集时才会出现——这也是注②中 (0, 1] ⊊ R 会出现区别、而把 (0, 1] 本身看作全

空间时它是” 自列紧” （等价于说 (0, 1] 自身列紧）这一说法失效的原因。

完全有界的三点说明

说明 (i)（ε-网可以取在 A 内部）：完全有界的定义中，ε-网的点 x1, . . . , xn 原则上

允许取在 X 中任意位置；但事实上总可以要求它们取自 A 本身。

具体地，设 {x1, . . . , xn} 是 A 的一个 ε/2-网，即 A ⊂
⋃n

i=1 B(xi, ε/2)。将其中使

得 A ∩ B(xi, ε/2) = ∅ 的指标去掉（这些球对覆盖 A 没有贡献），不妨设剩下的指标为

1, . . . ,m（m ≤ n），即对每个 i = 1, . . . ,m 都有 A ∩ B(xi, ε/2) 6= ∅。在其中各取一点

yi ∈ A ∩ B(xi, ε/2)。下证 {y1, . . . , ym} 是 A 的一个 ε-网（且 yi ∈ A）：对任意 a ∈ A，

存在 i ∈ {1, . . . ,m} 使得 a ∈ B(xi, ε/2)，即 d(a, xi) < ε/2；又 d(xi, yi) < ε/2（因为

yi ∈ B(xi, ε/2)），故由三角不等式

d(a, yi) ≤ d(a, xi) + d(xi, yi) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

即 a ∈ B(yi, ε)。故 A ⊂
⋃m

i=1 B(yi, ε)，且每个 yi ∈ A。证毕。

说明 (ii)（完全有界 ⇒ 有界）：若 A 完全有界，则 A 有界。这是显然的：取 ε = 1

的有限网 {x1, . . . , xn}，则 A 含于有限个半径为 1 的球的并，而有限个有界集的并是有

界集。
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说明 (iii)（Rn 中有界 ⇔ 完全有界，但一般度量空间中不然）：在 Rn（配备通常

的欧氏度量）中，有界集与完全有界集是等价的概念：有界 ⇒ 完全有界可以用有限维

空间中” 用小方格网格覆盖有界区域” 的方式直接构造出 ε-网。但在一般的（特别是无

穷维的）度量空间中，” 有界” 不再蕴含” 完全有界”——下面的例子说明了这一点。

例：(C[0, 1], d∞) 中的有界集未必完全有界

考虑 (C[0, 1], d∞)，其中 d∞(f, g) = maxx∈[0,1] |f(x)− g(x)|。构造函数列

fn(x) =


1− nx, 0 ≤ x <

1

n
,

0,
1

n
≤ x ≤ 1.

(n = 1, 2, 3, . . . )

即 fn 是一个从 (0, 1) 出发、在 x = 1
n

降为 0 的” 三角形尖峰”，其后恒为 0。

首先，{fn} 是 (C[0, 1], d∞) 中的有界集：因为 0 ≤ fn(x) ≤ 1 对所有 n 和所有

x ∈ [0, 1] 成立，故 d∞(fn, 0) = maxx |fn(x)| ≤ 1，即 {fn} 落在以零函数为心、半径 1 的

球内。

下面计算 d∞(fm, fn)，不妨设 m > n（即 1
m

< 1
n
）。将 [0, 1] 分成三段来看 fm− fn：

• 当 x ∈
[
0, 1

m

)
时，fm(x) = 1 −mx，fn(x) = 1 − nx（因为此时 x < 1

m
< 1

n
），故

fm(x)− fn(x) = (n−m)x，其绝对值 (m− n)x 在此区间上单调递增，在右端点处

（取极限）趋于 (m− n) · 1
m

= 1− n
m
。

• 当 x ∈
[
1
m
, 1
n

)
时，fm(x) = 0，fn(x) = 1− nx，故 |fm(x)− fn(x)| = 1− nx，在此

区间上单调递减，左端点处取值 1− n · 1
m

= 1− n
m
。

• 当 x ∈
[
1
n
, 1
]
时，fm(x) = fn(x) = 0，差为 0。

两段在 x = 1
m

处的值都是 1− n
m
，且这正是 |fm − fn| 在 [0, 1] 上的最大值。故

d∞(fm, fn) = 1− n

m
, m > n.

由此，对任意固定的 n，当 m→∞ 时 d∞(fm, fn)→ 1。这说明 {fn} 不是 Cauchy
列，且它的任意子列 {fnk

} 也不是 Cauchy 列：取 ε = 1
2
，对任意 N，取 k 充分大使

nk > N，再取 j > k 使 nj ≥ 2nk，则 d∞(fnj
, fnk

) = 1 − nk

nj
≥ 1

2
，且 nj > nk > N——

即无论 N 多大，总能在其后找到两项距离 ≥ 1
2
，故 {fnk

} 不满足 Cauchy 准则。从而

{fn} 没有 Cauchy 子列，也就没有收敛子列（收敛列必为 Cauchy 列）。

故 {fn} 没有收敛子列，即 {fn}（作为 C[0, 1] 的子集）不是列紧集。下面进一步说

明它也不是完全有界集。

完全有界与列紧之间有如下关系（在完备度量空间中两者等价，这是后续会遇到

的更深刻的结果；这里只用到较易的一个方向）：完全有界的集合中的任意点列都存在

— 36 / 91 —



第一章 度量空间速览 泛函分析讲义

Cauchy 子列。因此，若 {fn} 完全有界，则它必有 Cauchy 子列，但上面已证明它没有

Cauchy 子列——矛盾。故 {fn} 不完全有界。

这个例子说明：说明 (iii) 中” 有界⇒完全有界” 这一性质，在 Rn 之外的（无穷维）

度量空间中一般不成立——(C[0, 1], d∞) 中存在有界但不完全有界（从而不列紧）的集

合。

自列紧与闭集的关系

推论：若 A ⊂ X 是自列紧集，则 A 是闭集。

证明：设 x ∈ A，则存在 A 中点列 {xn} 使 xn → x。由 A 自列紧，存在子列 {xnk
}

收敛到某 y ∈ A。但 {xnk
} 是收敛列 {xn} 的子列，故 xnk

→ x，由极限唯一性得 y = x，

即 x = y ∈ A。故 A ⊂ A，即 A 是闭集。证毕。

但反过来，闭集未必自列紧。例如 [0,+∞) ⊂ R 是闭集，但取点列 xn = n，它没

有任何收敛子列（任意子列都趋于 +∞），故 [0,+∞) 不是列紧集，从而也不是自列紧

集。这说明” 自列紧 ⇒ 闭” 不能逆推；自列紧比闭集要强（它还额外要求了一种” 有界

性”）。

1.9 紧性的等价刻画

本节承接上次课” 紧性与列紧性” 的定义，先补充两个” 有界但不完全有界” 的例

子，再逐步建立预紧性、列紧性、完备性、紧性之间的完整等价关系，最后用一张关系

图把这些概念之间的蕴含关系汇总起来。紧集上连续映射的基本性质放在下一节。

补充例子：更多” 有界但不完全有界” 的集合

例 1（无限集上的离散度量）：设 X 是一个无限集，配备离散度量 d(x, y) = 1 (x 6= y)，

d(x, x) = 0。则 X 有界：对任意 x0 ∈ X，X ⊂ B(x0, 2)。但 X 不完全有界：对 ε ≤ 1，

任意一个球 B(x, ε) 只包含 x 自身一点（因为 y 6= x 时 d(x, y) = 1 ≥ ε），所以有限个这

样的球至多覆盖有限个点，无法覆盖无限集 X。故 X 没有有限 ε-网（ε ≤ 1 时），X 不

完全有界。

例 2（(C[0, 1], d∞) 中的 gn(x) = xn）：考虑 gn(x) = xn。因为 |gn(x)| ≤ 1 对 x ∈ [0, 1]

恒成立，d∞(gn, 0) = 1，故 {gn} 有界。

下面证明 {gn} 不完全有界。在 xn := 2−1/n 处，gn(xn) =
(
2−1/n

)n
= 2−1 = 1

2
。而

对 m ≥ 2n，

gm(xn) =
(
2−1/n

)m
= 2−m/n ≤ 2−2 =

1

4
(因为m/n ≥ 2),
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所以

d∞(gn, gm) ≥
∣∣gn(xn)− gm(xn)

∣∣ ≥ 1

2
− 1

4
=

1

4
, ∀m ≥ 2n.

由此可以取出一个子列 hk := gnk
（例如 n1 = 1，nk+1 ≥ 2nk），使得任意两项之间的距

离都 ≥ 1
4
：这是因为对 k < j，nj ≥ 2 j−knk ≥ 2nk，故 d∞(hk, hj) ≥ 1

4
恒成立。取 ε = 1

8
，

半径为 1
8
的球直径 ≤ 1

4
，所以每个这样的球至多包含 {hk} 中的一项（两项若同在一个

球内，距离就会 < 1
4
，与上面矛盾）。于是 {hk}（从而 {gn}）没有有限的 1

8
-网，不完全

有界。

事实上，gn(x)
逐点−−→

0, x ∈ [0, 1),

1, x = 1,
即 {gn} 只是逐点收敛而非一致收敛（不在 d∞

意义下收敛），这正是它在 (C[0, 1], d∞) 中不列紧、不完全有界的直观原因。

预紧性的遗传性

推论：设 A ⊂ (X, d) 完全有界（预紧），则：

1. A 的任意子集 B ⊂ A 也完全有界；

2. A 的闭包 A 也完全有界。

证明：1. 显然：若 {x1, . . . , xk}是 A 的一个 ε- 网，即 A ⊂
⋃k

i=1 B(xi, ε)，而 B ⊂ A，

则同一组点也是 B 的 ε-网。

2. 任取 ε > 0，取 A 的有限
ε

2
-网 x1, . . . , xk，即 A ⊂

⋃k
i=1 B

(
xi,

ε
2

)
。对任意 y ∈ A，

存在 a ∈ A 使 d(y, a) < ε
2
；又存在某个 i 使 a ∈ B

(
xi,

ε
2

)
，即 d(a, xi) <

ε
2
。由三角不等

式，

d(y, xi) ≤ d(y, a) + d(a, xi) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

即 y ∈ B(xi, ε)。故 A ⊂
⋃k

i=1 B(xi, ε)，即 {x1, . . . , xk} 也是 A 的一个 ε-网。证毕。

自列紧集的性质（续）

上次课已证明：自列紧集必是闭集。这里补充另外两条。

推论：若 A ⊂ (X, d) 自列紧，则 A 有界，且 (A, d) 完备。

证明（有界性）：反证法。假设 A 无界，取定 a0 ∈ A，则 ∀n ∈ N∗，∃an ∈ A 使

d(an, a0) > n（否则对某个 n 有 A ⊂ B(a0, n)，A 就有界了）。于是 {an} 的任何子列

{ank
} 都满足 d(ank

, a0) > nk → ∞，是无界数列；而收敛数列必有界，所以 {an} 没有

收敛子列，这与 A 自列紧（从而列紧）矛盾。故 A 有界。

证明（完备性）：设 {an} ⊂ A 是 Cauchy 列。由 A 自列紧，存在子列 {ank
} → a ∈ A。

下面说明整个数列收敛到同一极限（Cauchy 列有收敛子列，则整个数列收敛）。任

给 ε > 0，因 {an} Cauchy，存在 N，使 ∀m,n ≥ N，d(am, an) <
ε

2
。又 ank

→ a，可取
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k 充分大，使 nk ≥ N 且 d(ank
, a) <

ε

2
。于是对一切 n ≥ N，

d(an, a) ≤ d(an, ank
) + d(ank

, a) <
ε

2
+

ε

2
= ε,

即 an → a。

故 {an}（作为 A 中的 Cauchy 列）收敛到 a ∈ A，即 (A, d) 完备。证毕。

预紧性的等价刻画

命题 1（列紧 ⇒ 预紧）：若 A ⊂ (X, d) 列紧，则 A 预紧（完全有界）。

证明：反证法。假设 A 不预紧，则存在 ε0 > 0，使任何有限个半径为 ε0 的球都不

能覆盖 A。于是可以依次取点：任取 x1 ∈ A；因 B(x1, ε0) 6⊃ A，取 x2 ∈ A \ B(x1, ε0)；

因 B(x1, ε0) ∪B(x2, ε0) 6⊃ A，取 x3 ∈ A \
(
B(x1, ε0) ∪B(x2, ε0)

)
；依此类推，取 xn+1 ∈

A \
⋃n

i=1 B(xi, ε0)。这样得到的序列 {xn} ⊂ A 满足 d(xm, xn) ≥ ε0 （∀m 6= n），故没有

Cauchy 子列，更没有收敛子列，这与 A 列紧矛盾。故 A 预紧。

引理 1（预紧的序列刻画）：设 A ⊂ (X, d)，则 A 预紧 ⇐⇒ A 中任意序列都有

Cauchy 子列。

证明（⇐）：即证：若 A 中任何序列都有 Cauchy 子列，则 A 预紧。反证法：假设 A

不预紧，同命题 1 证明中的构造，可得 ε0 > 0 及 {xn} ⊂ A，使 ∀m 6= n，d(xm, xn) ≥ ε0。

这样的 {xn} 没有 Cauchy 子列（任意两项距离都 ≥ ε0），与假设矛盾。故 A 预紧。

证明（⇒）：已知 A 预紧，要证 A 中任意序列 {xn} 都有 Cauchy 子列。这是一个

逐次取更细的网、再取对角线子列的构造。

Step 1：取 ε1 = 1。由 A 预紧，存在有限 1-网 z1, . . . , zp ∈ A，使 A ⊂
⋃p

i=1 B(zi, 1)。

于是 {xn} ⊂ A ⊂
⋃p

i=1 B(zi, 1)：序列 {xn} 有无穷多项，而球只有有限个（p 个），由抽

屉原理，必有一个球包含了 {xn} 中的无穷多项，即包含了 {xn} 的一个子列。把这个球

的球心重新命名为 y1 ∈ A，该子列记为 {x(1)
n }，则 {x(1)

n } ⊂ {xn} 且 {x(1)
n } ⊂ B(y1, 1)。

Step 2：类似地，取 ε2 = 1
2
，对子列 {x(1)

n } 作同样的操作：A 有有限个 1
2
-球覆盖，

其中某个球包含 {x(1)
n } 中的无穷多项。于是可以找到 y2 ∈ A 以及 {x(1)

n } 的子列 {x(2)
n }，

使 {x(2)
n } ⊂ B

(
y2,

1
2

)
。

Step k：由数学归纳法，∀k ≥ 1，取 εk =
1
k
，可以找到 yk ∈ A 以及 {x(k−1)

n } 的子列

{x(k)
n }，使 {x(k)

n } ⊂ B
(
yk,

1
k

)
，且 {x(k)

n } ⊂ {x(k−1)
n } ⊂ · · · ⊂ {x(1)

n } ⊂ {xn}（第 k 行是第

k − 1 行的子列）。

对角线取法：把这些逐行嵌套的子列排成一张表（第 k 行落在球 B(yk,
1
k
) 中）：

x
(1)
1 x

(1)
2 x

(1)
3 x

(1)
4 · · · ⊂ B(y1, 1)

x
(2)
1 x

(2)
2 x

(2)
3 x

(2)
4 · · · ⊂ B

(
y2,

1
2

)
x
(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3 x

(3)
4 · · · ⊂ B

(
y3,

1
3

)
... ... ... ...
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取对角线 zk := x
(k)
k （第 k 行的第 k 项）。

下面验证 {zk} 是 Cauchy 子列。首先 {zk} 确实是原序列 {xn} 的一个子列，因为

每一行都是上一行（进而是 {xn}）的子列，逐行往下选取，下标严格递增。其次，对固

定的 k，当 k′ ≥ k 时，{x(k′)
n } 是 {x(k)

n } 的子列，故 zk′ = x
(k′)
k′ 这一项也在第 k 行中出

现，从而 zk′ ∈ B
(
yk,

1
k

)
。于是对一切 k′, k′′ ≥ k，

d(zk′ , zk′′) ≤ d(zk′ , yk) + d(yk, zk′′) <
1

k
+

1

k
=

2

k
−−−→
k→∞

0,

即 {zk} 是 Cauchy 列。这就找到了 {xn} 的一个 Cauchy 子列。证毕。

命题 2（完备空间中，预紧 ⇒ 列紧）：设 (X, d) 完备，A ⊂ X 预紧，则 A 列紧。

证明：由引理 1，A 预紧⇒ A 中任何序列都有 Cauchy 子列；又 X 完备，该 Cauchy
子列在 X 中收敛。故 A 中任何序列都有子列在 X 中收敛，即 A 列紧。证毕。

结合命题 1（任意空间中列紧 ⇒ 预紧）与命题 2（完备空间中预紧 ⇒ 列紧），可

知：在完备度量空间中，预紧与列紧是等价的。命题 1 不需要完备性，而命题 2 的逆方

向恰恰需要用到完备性把 Cauchy 子列” 接住” 变成收敛子列。

Lebesgue 数引理

命题 3（Lebesgue 数引理）：设 A ⊂ (X, d) 且 A 自列紧，{Oi}i∈I 是 A 的一个开

覆盖，则存在 λ > 0（称为这个开覆盖的 Lebesgue 数），使得

∀x ∈ A, ∃ ix ∈ I, s.t. B(x, λ) ⊂ Oix .

证明：反证法。假设不存在这样的 λ，则 ∀n ∈ N∗，∃xn ∈ A，使 B
(
xn,

1
n

)
不包含在

任何一个 Oi 内。由 A 列紧，{xn} 存在子列 {xnk
} → y ∈ A ⊂

⋃
i∈I Oi，故存在 i0 ∈ I，

使 y ∈ Oi0。由 Oi0 开，存在 r > 0，使 B(y, r) ⊂ Oi0。当 k 足够大时，d(xnk
, y) <

r

2
且

1

nk

<
r

2
。于是由三角不等式，

B
(
xnk

,
1

nk

)
⊂ B(y, r) ⊂ Oi0 ,

这与 xnk
的取法（B(xnk

, 1
nk
) 不包含于任何一个 Oi）矛盾。故这样的 λ 存在。证毕。

紧性的三个等价刻画

定理：设 (X, d) 是度量空间，A ⊂ X。则下列条件等价：

(1) A 是紧集（开覆盖意义下）；

(2) A 是自列紧集；

(3) A 完备且预紧。
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证明（(3) ⇒ (2)）：设 A 完备且预紧。由命题 2 （此时把 A 自身看作完备空间），

A 预紧 ⇒ A 列紧。又 A 完备 ⇒ A 是 X 中的闭集（这是”Cauchy 列与完备性” 一节的

定理 1）。故 A 闭且列紧，即 A 自列紧。

证明（(2) ⇒ (3)）：设 A 自列紧。一方面，A 自列紧 ⇒ A 列紧 ⇒（命题 1）A 预

紧。另一方面，上一小节已证：A 自列紧 ⇒ (A, d) 完备。合起来即 A 完备且预紧。

证明（(1) ⇒ (2)）：设 A 紧（开覆盖意义下），{xn} ⊂ A 是任意序列。反证法：假

设 {xn} 没有子列收敛到 A 中的点。则对每个 y ∈ A，存在 ry > 0，使 B(y, ry) 只包含

{xn} 中有限多项。

事实上，若对某个 y ∈ A，任意 r > 0 时 B(y, r) 都含有 {xn} 中无穷多项，则可

取 r = 1
m

（m = 1, 2, . . .），每次都能选到指标 nm > nm−1 使 xnm ∈ B(y, 1
m
)，从而

xnm → y ∈ A，即 {xn} 有子列收敛到 A 中的点 y，与假设矛盾。

于是
⋃

y∈A B(y, ry) 是 A 的一个开覆盖。由 A 紧，存在有限子覆盖 y1, . . . , yk，使

{xn} ⊂ A ⊂
⋃k

i=1 B(yi, ryi)。但每个 B(yi, ryi) 只含 {xn} 中有限多项，有限个这样的球

的并也只含有限多项，这与 {xn} 是无穷序列矛盾。故 {xn} 必有子列收敛到 A 中的点，

即 A 自列紧。

证明（(2) ⇒ (1)）：设 A 自列紧，{Oi}i∈I 是 A 的任意开覆盖。由命题 3（Lebesgue
数引理），取到 Lebesgue 数 λ > 0。又 A 自列紧⇒ A 列紧⇒（命题 1）A 预紧，故可取

A 的有限 λ-网 y1, . . . , yk，使 A ⊂
⋃k

p=1 B(yp, λ)。由 Lebesgue 数的定义，每个 B(yp, λ)

都包含于某个 Oip。故

A ⊂
k⋃

p=1

B(yp, λ) ⊂
k⋃

p=1

Oip ,

即 {Oi1 , . . . , Oik} 是 {Oi}i∈I 的一个有限子覆盖。故 A 紧。证毕。

紧性相关概念的关系图

到这里，围绕” 紧性” 出现了好几个相互交织的概念：紧集、自列紧、列紧、预紧

（完全有界）、完备、闭、有界。下面的图把它们之间的蕴含关系一次画清楚。实线箭头

表示在任意度量空间中成立的蕴含，金色虚线箭头表示需要整个空间 X 完备才成立的

蕴含，红色虚线加 × 的箭头表示一般不成立（有反例）的方向。双线箭头 ⇐⇒ 与等号

表示等价或定义。
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(1) 紧集

(2) 自列紧集

(3) 完备且预紧

闭集 列紧集

完备
预紧集

（完全有界）

且

且

有界闭集

有界集

Lebesgue 数引理

命题 1、2

定义

定义

自列紧 ⇒ 有界且闭

×
一般不然（Rn 中成立）

定理 1 定理 2 命题 1 命题 2

上节说明 (ii) ×例 1、2
在 Rn 中，有界 ⇐⇒ 预紧，

故紧集 ⇐⇒ 有界闭集

（Heine–Borel 定理）。

任意度量空间中成立 需 X 完备 × 一般不成立

图中” 定理 1、定理 2” 指”Cauchy 列与完备性” 一节中的定理 1（完备 ⇒ 闭）与定理 2（完备空间中闭

⇔ 完备）；” 命题 1、2” 和” 例 1、2” 指本节；” 说明 (ii)” 指上一节中” 完全有界的三点说明” 的 (ii)。

读图提示：整张图可以这样理解。左边三个高亮的结点是本节的主要定理：紧集

⇐⇒自列紧⇐⇒完备且预紧。中间的两个灰蓝色底板分别是自列紧与” 完备且预紧” 的

定义拆开后的两个成分，竖直方向的箭头说明这两组成分一一对应：” 闭 ⇔ 完备” 和”
列紧 ⇔ 预紧” 都只有一个方向无条件成立，另一个方向要在完备空间里才成立。右侧

的有界性始终是” 最弱” 的一环：它能由预紧、紧得到，但反过来一般不行；只有在 Rn

中，有界与预紧才重合。

Heine–Borel 定理：在 Rn（欧氏度量）中，A 紧 ⇐⇒ A 是有界闭集。

证明：(⇒) 这就是图中最上面的实线箭头：紧即自列紧，而自列紧集有界且闭（本

节前面的推论）。

(⇐) 设 A ⊂ Rn 有界且闭。

第一步（有界 ⇒ 预紧）：这就是上一节说明 (iii) 中的” 网格” 想法。由 A 有界，存

在 M > 0 使 A ⊂ [−M,M ]n。任意给定 ε > 0，取正整数 N 满足
2M
√
n

N
< ε，把每个

坐标区间 [−M,M ] 等分成 N 段（每段长
2M

N
），于是 [−M,M ]n 被 Nn 个小闭方格覆

盖，每个小方格的直径恰为
2M
√
n

N
< ε。对每个与 A 相交的小方格，任取一点属于 A

与该方格的交集，得到 A 中的有限个点 a1, . . . , am。对任意 x ∈ A，x 落在某个小方格

中，而该方格与 A 相交，故取了点 aj 属于同一个方格，于是 d(x, aj) ≤ 方格直径 < ε。

所以 {a1, . . . , am} 是 A 的有限 ε-网，由 ε 任意，A 预紧。
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第二步（闭 ⇒ 完备）：Rn 完备，A 是完备空间的闭子集，由定理 2 知 A 完备。

于是 A 完备且预紧，由上面的三个等价刻画，A 紧。证毕。

这里再强调一次图中那条红色箭头：在一般的度量空间里，” 有界闭集 ⇒ 紧集”
不成立，例如无限集上的离散度量（例 1）：整个空间有界且闭，却不是紧的。所以

Heine–Borel 定理依赖 Rn 的特殊结构（有限维），不是度量空间的一般事实。

1.10 紧集上的连续映射

注：拓扑性质

称 X（或其子集 A）的一条性质为拓扑性质，如果它的真假只由开集族 τd 决定。

也就是说：对 X 上任意两个拓扑等价的度量 d, d′，这条性质在 (X, d) 中成立 ⇐⇒ 在

(X, d′) 中成立。

回到上次课的” 紧性的三个等价刻画”：

• (1) 中” 紧” 是拓扑性质；

• (2) 中” 自列紧” 是拓扑性质；

• (3) 中” 完备” 不是拓扑性质，” 预紧” 也不是拓扑性质。

例：(R, | · |) 完备但不预紧；(−1, 1) 预紧但不完备；而 f(x) =
x

1 + |x|
给出这两个

空间之间的同胚。

所以，” 完备” 与” 预紧” 各自都不是拓扑性质，但合取之后变成了拓扑性质——”
完备且预紧” 恰好等价于紧性。

具体地，设 d, d′ 是 X 上拓扑等价的度量，即诱导相同的开集族（从而也有相同的

闭集、相同的收敛序列，见” 一致连续与同胚” 一节）。” 紧” 的定义只涉及” 开覆盖” 与”
有限子覆盖”，只用到开集，所以 A 在 d 下紧 ⇐⇒ 在 d′ 下紧。” 自列紧” 的定义只涉

及” 闭” 与” 序列收敛到某个点”，而 d, d′ 有相同的闭集、相同的收敛序列，所以 A 在

d 下自列紧 ⇐⇒ 在 d′ 下自列紧。这与上次课证明的” 紧 ⇐⇒ 自列紧” 相互印证。

需要注意，” 拓扑性质” 比较的是同一个集合上的两个度量，所以上面的例子应这样

理解。在 X = R 上取 d(x, y) = |x− y| 与 d′(x, y) = |f(x)− f(y)|，其中 f(x) =
x

1 + |x|
。

因为 f : R → (−1, 1) 是双射（见” 一致连续与同胚” 一节），d′ 是 R 上的度量，并且

f : (R, d′) → (−1, 1) 是等距的双射。又 f 与 f−1 都连续，所以恒同映射 id : (R, d) →
(R, d′) 及其逆都连续，即 d, d′ 拓扑等价。但是：

• (R, d) 完备，却不预紧（预紧蕴含有界，而 R 无界）；

• (R, d′) 与 (−1, 1) 等距，所以预紧（(−1, 1) 是 R 中的有界集，而 R 中有界 ⇐⇒ 预
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紧，见上一节），却不完备（(−1, 1) 不是完备空间 R 的闭子集，由” 完备 ⇒ 闭” 知

它不完备）。

这就说明完备性与预紧性都会随着度量的” 拓扑等价替换” 而改变。

紧集上连续映射的基本定理

设 (X, d1)、(Y, d2) 是度量空间。

定理：

(1) 紧集是有界闭集；紧集的闭子集是紧集。

(2) 若 f : X → Y 连续，K ⊂ X 紧，则 f(K) 紧。

(3) 若 X 紧，f : X → Y 连续，则 f 一致连续。

(4) 若 X 紧，f : X → R 连续，则 f 有界，且取到最大值、最小值。

(5) 若 X 紧，f : X → Y 是连续双射，则 f 是同胚（即 f−1 连续）。

证明 (1)：紧 ⇒ 预紧 ⇒ 有界；紧 ⇒ 自列紧 ⇒ 闭。故紧 ⇒ 有界闭。

这里用到：紧 ⇐⇒ 完备且预紧（所以紧 ⇒ 预紧）；预紧 ⇒ 有界（完全有界的说明

(ii)）；紧 ⇐⇒ 自列紧（所以紧 ⇒ 自列紧），以及自列紧 ⇒ 闭集（紧性与列紧性一节的

推论）。

再设 K 紧，F ⊂ K 是 X 中的闭集。K 紧 ⇒ K 自列紧 ⇒ F 列紧：事实上，任

取 {xn} ⊂ F ⊂ K，由 K 自列紧，存在子列 xnk
→ x ∈ K，所以 F 中的任意序列在 X

中都有收敛子列（极限在 K 中）。又由于 F 闭，而 {xnk
} ⊂ F，极限 x 属于 F 的闭包

F = F。故 F 中任意序列都有子列收敛到 F 中的点，即 F 自列紧，从而 F 紧。

证明 (2)：设 {yn} ⊂ f(K)，则存在 {xn} ⊂ K 使得 yn = f(xn)。由 K 紧 ⇒ K 自

列紧，存在子列 xnk
→ x ∈ K。由 f 连续，ynk

= f(xnk
)→ f(x) ∈ f(K)。所以 f(K) 中

任意序列都有子列收敛到 f(K) 中的点，即 f(K) 自列紧，从而紧。

证明 (3)：反设 f 不一致连续，则存在 ε0 > 0，以及 {xn}, {yn} ⊂ X，使得

d1(xn, yn) <
1

n
, 但 d2

(
f(xn), f(yn)

)
≥ ε0.

由 X 紧 ⇒ X 自列紧，存在子列 xnk
→ x ∈ X。则

d1(ynk
, x) ≤ d1(ynk

, xnk
) + d1(xnk

, x)→ 0 (k →∞),

所以 ynk
→ x。由 f 的连续性，f(xnk

)→ f(x)，f(ynk
)→ f(x)，故

d2
(
f(xnk

), f(ynk
)
)
≤ d2

(
f(xnk

), f(x)
)
+ d2

(
f(x), f(ynk

)
)
→ 0,

这与 d2
(
f(xnk

), f(ynk
)
)
≥ ε0 矛盾。证毕。
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此外也可以这样处理：在得到 xnk
→ x 之后，不用三角不等式，而是对 {ynk

} 再取

收敛子列 ynkl
→ y。此时 xnkl

→ x，ynkl
→ y，而 d1

(
xnkl

, ynkl

)
<

1

nkl

→ 0，由距离函数

的连续性得 d1(x, y) = 0，即 x = y，之后的论证与上面完全相同。

证明 (4)：由 (2)，f(X) 是 R 的紧子集，故由 (1) 有界，且是闭集。（设 X 非空。）

由 R 中有界非空集合必有上、下确界，且上、下确界属于该集合的闭包，而 f(X) 是闭

集，所以 f(X) 包含自己的上、下确界。即存在 xmax, xmin ∈ X 使得 f(xmax) = sup f(X)，

f(xmin) = inf f(X)。故 min f、max f 存在。

证明 (5)：连续映射 g 的” 闭集刻画” 是：g 连续 ⇐⇒ 闭集的原像是闭集。要证

f−1 : Y → X 连续，对任意 X 中闭集 F，(f−1)−1(F ) = f(F )（f 是双射），所以只需证

明：f 把 X 中的闭集映为 Y 中的闭集。设 F ⊂ X 闭，由 X 紧，据 (1)，F 紧；据 (2)，
f(F ) 紧；再据 (1)，f(F ) 是 Y 中的闭集。证毕。

无限维中的新现象：“紧性丢失”

在有限维 Rn 中，紧 ⇐⇒ 有界闭。

在无限维中，这个等价不再成立。例如，在 (C[0, 1], d∞) 中，闭单位球不紧。

事实上，取” 紧性与列紧性” 一节中的函数列

fn(x) =


1− nx, 0 ≤ x <

1

n
,

0,
1

n
≤ x ≤ 1,

它满足 d∞(fn, 0) = max |fn| = 1，所以 {fn} ⊂ B(0, 1)（闭单位球，0 是零函数）；并且当

m > n 时 d∞(fm, fn) = 1− n

m
。若闭单位球是紧集，则它自列紧，{fn}有收敛子列 {fnk

}，

收敛列必是 Cauchy 列。但对任意固定的 k，令 l →∞，d∞(fnl
, fnk

) = 1− nk

nl

→ 1，所

以存在 l > k 使 d∞(fnl
, fnk

) >
1

2
，这与 Cauchy 矛盾。故闭单位球不紧。

这正是” 无限维空间中紧性丢失” 的含义：有界闭集不再自动是紧集，紧集要比有

界闭集苛刻得多。

相对紧集

定义（相对紧）：设 (X, d) 为度量空间，A ⊂ X。若 A 紧，则称 A 相对紧。

推论：设 (X, d) 为完备度量空间，则

A 相对紧 ⇐⇒ A 预紧.

证明：

(⇐) A 预紧 ⇒ A 预紧（预紧集的闭包预紧）；又 X 完备，所以 A 是完备空间的闭

集，从而完备（完备空间中，闭 ⇐⇒ 完备）。完备且预紧，故 A 紧，即 A 相对紧。
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(⇒) A 相对紧 ⇒ A 紧 ⇒ A 预紧 ⇒ A 预紧（预紧集的子集预紧，A ⊂ A）。证毕。

这里用到：预紧性的遗传性（子集、闭包都保持预紧），” 完备空间中闭 ⇐⇒ 完

备”（Cauchy 列与完备性一节的定理 2），以及” 紧 ⇐⇒ 完备且预紧”。(⇒) 方向并不

需要 X 完备；而 (⇐) 方向需要：例如在不完备的空间 X = (0, 1) 中，取 A = X，则 A

预紧（(0, 1) ⊂ R 有界），但 A = (0, 1) 在 X 中不是紧集（{1/n} 没有在 (0, 1) 中收敛的

子列），所以 A 不相对紧。
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2

第二章

赋范空间和连续线性映射

2.1 Banach 空间

从度量空间到 Banach 空间与 Hilbert 空间

第一章里我们只用” 两点间的距离” d 来研究空间。从这一章起，空间上多了 线性

代数结构：可以做向量加法和数乘，于是可以用向量来定义” 长度”，再进一步定义” 夹

角”。随着结构一层层增加，我们得到下面这张概念地图：

度量空间

(X, d)

d：两点间的距离

赋范（线性）空间

线性代数结构

向量定义长度

内积空间

线性空间

向量定义长度、夹角

Banach 空间 Hilbert 空间

+ 线性

结构 + 夹角

完备化 完备化

(C[0, 1], ‖ · ‖p)
1 ≤ p <∞，不完备

Lp 空间

完备化

图中 (C[0, 1], ‖ · ‖p) 指 C[0, 1] 配备 ‖f‖p =
( ∫ 1

0
|f(x)|p dx

)1/p
（1 ≤ p < ∞）。它不
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完备，完备化之后得到 Lp 空间。不完备性可以这样直接验证：取

gn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

n
(
x− 1

2

)
,

1

2
< x <

1

2
+

1

n
,

1,
1

2
+

1

n
≤ x ≤ 1,

(n ≥ 2).

当 m > n 时，gm− gn 只在
[
1
2
, 1
2
+ 1

n

]
上不为零，且 |gm− gn| ≤ 1，所以 ‖gm− gn‖pp ≤

1

n
，

即 {gn} 是 Cauchy 列。若 gn → g ∈ C[0, 1]（在 ‖ · ‖p 下），因为在
[
0, 1

2

]
上 gn ≡ 0，∫ 1/2

0

|g|p dx =

∫ 1/2

0

|gn − g|p dx ≤ ‖gn − g‖pp → 0,

所以
∫ 1/2

0
|g|p = 0，由 g 连续知 g ≡ 0 在

[
0, 1

2

]
上。又对任意 δ ∈

(
0, 1

2

)
，当 n ≥ 1

δ
时

gn ≡ 1 在
[
1
2
+ δ, 1

]
上，同理

∫ 1

1/2+δ

|g − 1|p = 0，所以 g ≡ 1 在
[
1
2
+ δ, 1

]
上。令 δ → 0

得 g ≡ 1 在
(
1
2
, 1
]
上，与 g(1/2) = 0 以及 g 在 1

2
处连续矛盾。故 {gn} 在 C[0, 1] 中不

收敛，(C[0, 1], ‖ · ‖p) 不完备。

范数的定义

注：K = R 或 C，E 是数域 K 上的向量空间。

定义（赋范空间）：函数 p : E → [0,+∞) 称为 E 上的 范数，若 ∀x, y ∈ E，λ ∈ K，

成立：

(1) 正定性：p(x) ≥ 0，且 p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0E；

(2) 正齐性：p(λx) = |λ| p(x)；

(3) 三角不等式：p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)。

范数通常记为 ‖ · ‖，(E, ‖ · ‖) 或 (E, p) 称为赋范空间。只满足 (2)、(3) 的 p 称为半

范数。

范数与度量的关系

注：范数给向量定义了” 长度”。

1. 赋范空间是度量空间

在赋范空间 (E, ‖ · ‖) 上令

d(x, y) = ‖x− y‖ (验证d 是度量).
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下面验证 d 是度量。非负性与正定性： d(x, y) = ‖x− y‖ ≥ 0，且 d(x, y) = 0 ⇐⇒
‖x− y‖ = 0 ⇐⇒ x− y = 0E ⇐⇒ x = y（范数的 (1)）。对称性：d(y, x) = ‖y − x‖ =
‖(−1)(x− y)‖ = | − 1| ‖x− y‖ = d(x, y)（范数的 (2)）。三角不等式：对任意 x, y, z ∈ E，

d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖(x− y) + (y − z)‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z)

（范数的 (3)）。故 d 是 E 上的度量，称为由范数诱导的度量。

于是赋范空间中有了开球、闭球、球面的概念：

开球 B(x, r) = { y ∈ E | ‖y − x‖ < r },

闭球 B(x, r) = { y ∈ E | ‖y − x‖ ≤ r },

球面 S(x, r) = { y ∈ E | ‖y − x‖ = r }.

2. 范数诱导的度量的两条额外性质

范数诱导的度量 d(x, y) = ‖x− y‖ 有两条额外的性质：

(1) 平移不变性：d(x, y) = d(x+ z, y + z)；

(2) 正齐次性：d(λx, λy) = |λ| d(x, y)。

命题：向量空间 E 上的度量 d 由某个范数诱导（即 d(x, y) = ‖x− y‖）⇐⇒ d 平

移不变且齐次。

证明：

(⇒) 若 d(x, y) = ‖x−y‖，则 d(x+z, y+z) = ‖(x+z)− (y+z)‖ = ‖x−y‖ = d(x, y)，

d(λx, λy) = ‖λx− λy‖ = ‖λ(x− y)‖ = |λ| ‖x− y‖ = |λ| d(x, y)。
(⇐) 设 d 是 E 上平移不变且正齐次的度量。定义 ‖x‖ := d(x, 0E)。验证它是范数：

(1) 因为 d 是度量，‖x‖ = d(x, 0) ≥ 0，且 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ d(x, 0) = 0 ⇐⇒ x = 0E。

(2) ‖λx‖ = d(λx, 0) = d(λx, λ · 0) = |λ| d(x, 0) = |λ| ‖x‖。

(3) 先由平移不变性（平移 −y）得 ‖x + y‖ = d(x + y, 0) = d(x,−y)，再由度量的

三角不等式，d(x,−y) ≤ d(x, 0) + d(0,−y)。而由正齐次性（取 λ = −1，注意

−0 = 0），d(0,−y) = d
(
(−1) · 0, (−1) · y

)
= | − 1| d(0, y) = d(y, 0) = ‖y‖。所以

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖。

最后，这个范数诱导的度量就是 d：由平移不变性（平移 −y），‖x−y‖ = d(x−y, 0) =
d(x, y)。证毕。

注：不来自范数的度量：

(i) R 上 ρ(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
（不正齐次）；

(ii) σ(x, y) = | arctanx− arctan y|。
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事实上，由上面的命题，只需说明它们不满足” 平移不变且正齐次”。(i)：ρ(0, 1) = 1

2
，

而 ρ(0, 2) =
2

3
6= 2ρ(0, 1) = 1，所以不正齐次（它是平移不变的，因为只依赖 |x − y|）。

(ii)：σ(0, 1) =
π

4
，而平移 1 后 σ(1, 2) = arctan 2− π

4
≈ 0.322 6= π

4
，所以不平移不变（这

里它也不正齐次：σ(0, 2) ≈ 1.107 6= 2σ(0, 1)）。

依范数收敛

定义（依范数收敛）：{xn} ⊂ E 收敛到 x，记 xn
∥·∥−→ x，指 ‖xn − x‖ → 0。

（也就是在由范数诱导的度量下收敛。）

E 中的单位球面和闭单位球分别为

S = {x : ‖x‖ = 1}, B = {x : ‖x‖ ≤ 1}.

运算的连续性

命题（运算的连续性）：

(1)
∣∣ ‖x‖−‖y‖ ∣∣ ≤ ‖x−y‖，即范数是 1-Lipschitz 的。特别地，xn

∥·∥−→ x⇒ ‖xn‖ → ‖x‖。

(2) 加法 (x, y) 7→ x+ y 与数乘 (λ, x) 7→ λx 连续：当 xn → x，yn → y，λn → λ 时，有

xn + yn → x+ y，λnxn → λx。

(3) E 的子空间 F 的闭包 F 仍是子空间；球 B(x, r) 是凸集，且 B(x, r) = x+ rB(0, 1)。

证明 (1)：由三角不等式，‖x‖ = ‖(x−y)+y‖ ≤ ‖x−y‖+‖y‖，即 ‖x‖−‖y‖ ≤ ‖x−y‖；
交换 x, y 的位置得 ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖y − x‖ = ‖x− y‖。合起来

∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x− y‖。于

是 xn → x 时
∣∣‖xn‖ − ‖x‖

∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0，即 ‖xn‖ → ‖x‖。
证明 (2)：加法：‖(xn + yn)− (x+ y)‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖yn − y‖ → 0。数乘：

‖λnxn − λx‖ ≤ ‖λnxn − λxn‖+ ‖λxn − λx‖

= |λn − λ| ‖xn‖+ |λ| ‖xn − x‖ → 0.

最后一步需要 ‖xn‖ 有界，这由 (1) 保证：‖xn‖ → ‖x‖，收敛数列有界，所以 |λn−
λ| ‖xn‖ → 0；另一项显然趋于 0。

证明 (3)：子空间的闭包：0 ∈ F ⊂ F，所以 F 非空。只需证：∀x, y ∈ F，λ ∈ K，

有 x+ λy ∈ F。取 F 中序列 xn → x，yn → y。因为 F 是子空间，xn + λyn ∈ F，且由

(2)，xn + λyn → x+ λy。所以 x+ λy ∈ F。

球是凸集：设 x1, x2 ∈ B(x, r)，t ∈ [0, 1]，则

‖tx1 + (1− t)x2 − x‖ = ‖t(x1 − x) + (1− t)(x2 − x)‖

≤ t‖x1 − x‖+ (1− t)‖x2 − x‖ < r.
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这里最后的严格不等号成立，是因为 ‖x1− x‖ < r，‖x2− x‖ < r，所以 t‖x1− x‖+(1−
t)‖x2 − x‖ ≤ max{‖x1 − x‖, ‖x2 − x‖} < r，即 tx1 + (1 − t)x2 ∈ B(x, r)。同样的计算

把”< r” 换成”≤ r”，就说明闭球 B(x, r) 也是凸集。

球的平移与伸缩：y ∈ B(x, r) ⇐⇒ ‖y − x‖ < r ⇐⇒
∥∥∥y − x

r

∥∥∥ < 1 ⇐⇒ y − x

r
∈

B(0, 1) ⇐⇒ y ∈ x+ rB(0, 1)。故 B(x, r) = x+ rB(0, 1)。

赋范空间的例子

① Kn 上的欧氏范数、最大范数与和范数

设 x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn，

‖x‖2 =
( n∑

k=1

|xk|2
)1/2

, ‖x‖∞ = max
1≤k≤n

|xk|, ‖x‖1 =
n∑

k=1

|xk|.

一般地，∀ 1 ≤ p <∞，

‖x‖p =
( n∑

k=1

|xk|p
)1/p

.

三角不等式对 p-范数就是 Minkowski 不等式。

正定性与正齐性对这些范数都是显然的（例如 ‖λx‖p =
(∑
|λ|p|xk|p

)1/p
= |λ| ‖x‖p，

且 ‖x‖p = 0 当且仅当每个 xk = 0）。三角不等式：对 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖∞，直接由 K
中的三角不等式 |xk + yk| ≤ |xk| + |yk| 得到；对一般的 p 这正是 Minkowski 不等式(∑

k |xk + yk|p
)1/p

≤
(∑

k |xk|p
)1/p

+
(∑

k |yk|p
)1/p

，这里直接引用该不等式，不重复

证明。

② C[0, 1] 上的一致范数与 Lp 范数

在 C[0, 1]（或紧集 Ω ⊂ Kn 上的 C(Ω)）上有一致范数与 Lp 范数：

‖f‖∞ = max
x∈[0,1]

|f(x)|, ‖f‖p =
(∫ 1

0

|f(x)|p dx
)1/p

(1 ≤ p <∞).

它们诱导的度量分别是 d∞ 和（p = 1 时）d1。

‖f‖∞ 中的”max” 之所以存在，是因为 |f | 是紧集 [0, 1]（或 Ω）上的连续函数，由

上一节紧集上连续映射的定理 (4) 知它取得最大值。对 ‖f‖p：非负性与正齐性显然；三

角不等式是积分形式的 Minkowski 不等式；正定性需要用到 f 的连续性：若 ‖f‖p = 0

但 f(x0) 6= 0，则由连续性存在 x0 的邻域，使 |f | > |f(x0)|
2

在该邻域（与 [0, 1] 的交上）

成立，于是
∫ 1

0
|f |p > 0，矛盾；所以 f ≡ 0。（在更大的函数类上，例如允许在零测集上

取不同的值，‖f‖p = 0 不能推出 f ≡ 0，这也是后面 Lp 空间要把几乎处处相等的函数

视为同一个元素的原因。）
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③ Mn(K) 上的矩阵范数（算子范数）

Mn(K) 是 n× n 矩阵全体，把矩阵看成 Kn 上的线性算子。取定 Kn 上的一个范数

‖ · ‖，令

‖A‖ := sup
∥x∥=1

‖Ax‖,

称为矩阵范数（算子范数）。

要说明它是范数，首先要说明 ‖A‖ < +∞。这依赖于有限维空间上线性映射必连续

（等价地，Kn 上的所有范数等价）这个事实，后续会证明，这里先认定。在 ‖A‖ <∞的

前提下：

(1) 非负性显然。若 A 6= 0，存在 x0 使 Ax0 6= 0（此时 x0 6= 0），令 x =
x0

‖x0‖
，则

‖x‖ = 1 且 ‖Ax‖ = ‖Ax0‖
‖x0‖

> 0，所以 ‖A‖ > 0；反过来 A = 0 时 ‖A‖ = 0。

(2) ‖λA‖ = sup∥x∥=1 ‖λAx‖ = |λ| sup∥x∥=1 ‖Ax‖ = |λ| ‖A‖。

(3) 对任意 ‖x‖ = 1，‖(A + B)x‖ ≤ ‖Ax‖ + ‖Bx‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖，对 x 取上确界得

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖。

注意矩阵范数依赖于 Kn 上取定的范数。

④序列空间

∀ 1 ≤ p <∞，

`p =
{
x = (xk)k≥1 :

∞∑
k=1

|xk|p <∞
}
, ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

.

`∞ 是有界序列全体，赋范数 ‖x‖∞ = supk≥1 |xk|。此外

c0 = {x : xk → 0} ⊂ `∞, c00 = 只有有限项非零的序列全体,

并且（1 ≤ p <∞）

c00 ⊂ `p ⊂ c0 ⊂ `∞.

这些包含关系可逐一验证：

• c00 ⊂ `p：只有有限项非零，所以级数
∑
|xk|p 是有限和。

• `p ⊂ c0：
∑
|xk|p <∞ 推出通项 |xk|p → 0，即 xk → 0。

• c0 ⊂ `∞：收敛数列必有界。

它们都是真包含：(2−k)k ∈ `p \c00；(k−1/p)k ∈ c0（趋于 0），但
∑

(k−1/p)p =
∑ 1

k
= +∞，

所以 /∈ `p；(1, 1, 1, . . . ) ∈ `∞ \ c0。

— 52 / 91 —



第二章 赋范空间和连续线性映射 泛函分析讲义

‖ · ‖p 确是 `p 上的范数：正定性、正齐性显然。对任意 N，由 KN 上的 Minkowski
不等式，

( N∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p
≤
( N∑

k=1

|xk|p
)1/p

+
( N∑

k=1

|yk|p
)1/p
≤ ‖x‖p + ‖y‖p.

令 N →∞，得 x+ y ∈ `p（所以 `p 是向量空间）以及 ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p+‖y‖p。̀ ∞, c0, c00

上的 sup 范数的三角不等式则由 |xk + yk| ≤ |xk|+ |yk| ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞ 逐项取上确界得

到。

⑤乘积空间

设 E,F 是赋范空间。在 E × F 上可以定义范数

‖(x, y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖F 或 max{‖x‖E, ‖y‖F} 或
(
‖x‖2E + ‖y‖2F

)1/2
,

这三个范数是等价的。

下面验证它们是范数并说明等价性。E × F 的向量运算是逐分量的。记 N(a, b) 为

R2 上的 `1、`∞ 或 `2 范数（a, b ≥ 0 时分别是 a+ b、max{a, b}、
√
a2 + b2），则上面三

个函数都形如 ‖(x, y)‖ = N(‖x‖E, ‖y‖F )。N 是 R2 上的范数，且对 a, b ≥ 0 关于 a, b 单

调不减。于是：正定性来自 N(a, b) = 0 ⇐⇒ a = b = 0 ⇐⇒ x = 0, y = 0；正齐性

‖(λx, λy)‖ = N(|λ|‖x‖E, |λ|‖y‖F ) = |λ| ‖(x, y)‖；三角不等式：

‖(x+ x′, y + y′)‖ = N(‖x+ x′‖E, ‖y + y′‖F )

≤ N(‖x‖E + ‖x′‖E, ‖y‖F + ‖y′‖F )

≤ N(‖x‖E, ‖y‖F ) +N(‖x′‖E, ‖y′‖F ),

其中第一个不等号用单调性，第二个用 N 自身的三角不等式。关于” 等价”：记 a = ‖x‖E，

b = ‖y‖F，则

max{a, b} ≤
√
a2 + b2 ≤ a+ b ≤ 2max{a, b},

（中间一步由 a2 + b2 ≤ (a+ b)2 得到），所以每个范数都被另一个的常数倍控制，这就是

三个范数” 等价” 的含义。

序列空间与 Lp 空间的例子和范数一览

上面几个空间里，每个元素是什么样子、范数怎么算，这里集中举例说明。
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各空间的范数

空间 元素 范数

c00 只有有限项非零的序列 ‖x‖∞ = max
k
|xk| （有限多项取最大）

c0 趋于 0 的序列 ‖x‖∞ = sup
k
|xk|

`p（1 ≤ p <∞）
∑
|xk|p <∞ 的序列 ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

`∞ 有界序列 ‖x‖∞ = sup
k
|xk|

Lp[0, 1]（1 ≤ p <∞）
∫ 1

0

|f |p <∞ 的函数 ‖f‖p =
(∫ 1

0

|f(x)|p dx
)1/p

关于上表，有以下几点说明。

• c00 和 c0 都是 `∞ 的子空间，所以带的是从 `∞ 继承来的 sup 范数（”Cauchy 列与

完备性” 一节中 c00 配的正是 sup 度量）。由于 c00 ⊂ `p，c00 也可以改配 ‖ · ‖p，这

是同一个向量空间上的另一个范数。

• c00 在 ‖ · ‖∞ 下的完备化是 c0，在 ‖ · ‖p 下的完备化是 `p。原因是 c00 在两者中都

是稠密的：对 x ∈ c0，截断 x(N) = (x1, . . . , xN , 0, 0, . . . ) ∈ c00 满足 ‖x − x(N)‖∞ =

supk>N |xk| → 0；对 x ∈ `p，‖x− x(N)‖pp =
∑

k>N |xk|p → 0（收敛级数的尾项趋于

0）。再加上 c0 完备（见下一节）、`p 完备（后证），就得到完备化。

• `p 里是序列、范数是求和；Lp 里是函数、范数是 积分，两者是平行的（`p 可看成

对计数测度的 Lp）。

• Lp 的精确定义（后续课程会严格建立）：Lp[0, 1] 由 [0, 1] 上满足
∫ 1

0
|f |p dx <∞ 的

（Lebesgue）可测函数组成，并且把几乎处处相等的两个函数视为同一个元素；这样

‖f‖p = 0 ⇐⇒ f = 0 几乎处处，才满足范数的正定性。L∞[0, 1] 是几乎处处有界

的可测函数（同样按几乎处处相等等同），范数是本性上确界 ‖f‖∞ = ess sup |f | =
inf{M : |f | ≤M 几乎处处}。Lp[0, 1] 正是 (C[0, 1], ‖ · ‖p) 的完备化。

c00 的例子

• ek = (0, . . . , 0, 1
第k 位

, 0, . . . )；

• x = (1, 2, 3, 0, 0, . . . )：‖x‖∞ = 3（若看作 `p 中的元素，‖x‖1 = 6，‖x‖2 =
√
14）；

• x(n) =
(
1, 1

2
, . . . , 1

n
, 0, . . .

)
（前面证明 c00 不完备时用的 Cauchy 列）。
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`p 的例子

• xk = 2−k：
∑

2−k = 1，所以 ‖x‖1 = 1；
∑

4−k =
1

3
，所以 ‖x‖2 =

1√
3
；‖x‖∞ =

1

2
。

它属于每个 `p，但不在 c00 中。

• xk =
1

k
：
∑ 1

k
= +∞，所以 x /∈ `1；但

∑ 1

k2
=

π2

6
，所以 x ∈ `2，‖x‖2 =

π√
6
。一

般地，xk = k−α（α > 0）属于 `p ⇐⇒ αp > 1 （p-级数收敛的条件）。

• 这说明 `1 ⊊ `2（更一般地 `p ⊊ `q，p < q）。事实上，包含关系 `p ⊂ `q（p < q）成

立：x ∈ `p 时 xk → 0，所以存在 K，使 k ≥ K 时 |xk| ≤ 1，从而 |xk|q ≤ |xk|p，故∑
k≥K |xk|q ≤

∑
k≥K |xk|p <∞；前面有限项的和当然有限，所以 x ∈ `q。

c0 的例子

• xk =
1

k
，

1√
k
（趋于 0）；其中

1√
k
∈ c0 但 /∈ `2（

∑ 1

k
=∞），/∈ `1。

• xk =
1

ln(k + 1)
→ 0：它在 c0 中，但不属于任何 `p。事实上，对任意 p，当 k 充分

大时 (ln(k + 1))p ≤ k，所以
1

(ln(k + 1))p
≥ 1

k
，
∑ 1

(ln(k + 1))p
发散。

• 不在 c0 中的有界序列：(1, 1, 1, . . . )，((−1)k)k（它们属于 `∞，但不趋于 0）。

Lp[0, 1] 的例子

• 任何连续函数。因为 |f | ≤ ‖f‖∞，
∫ 1

0
|f |p ≤ ‖f‖p∞ <∞，所以 C[0, 1] ⊂ Lp[0, 1]，并

且这时 Lp 的范数就是前面 C[0, 1] 上的 ‖ · ‖p。例如 f ≡ 1：‖f‖p = 1；f(x) = x：

‖f‖p =
( 1

p+ 1

)1/p
。

• 不连续的函数：f = 1[0,1/2]（[0, 1
2
] 上取 1，其余取 0），‖f‖p =

(1
2

)1/p
= 2−1/p。

• 无界的函数：f(x) = x−α（0 < x ≤ 1，α > 0）。
∫ 1

0

x−αp dx 在 αp < 1 时等于
1

1− αp
，

在 αp ≥ 1 时发散，所以 f ∈ Lp ⇐⇒ α <
1

p
，此时 ‖f‖p = (1 − αp)−1/p。它不连

续，甚至无界，所以不在 C[0, 1] 中，也不在 L∞ 中。取 p < q 与
1

q
≤ α <

1

p
，则

f ∈ Lp \ Lq。

• 几乎处处等于零的函数：1Q∩[0,1]（有理点上取 1）。它只在可数个点上非零，
∫
|f |p = 0，

所以在 Lp 里就是零元素——这正是” 几乎处处相等视为同一元素” 的意义。
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2.2 Banach 空间与级数

Banach 空间的定义

定义（Banach 空间）：赋范空间 (E, ‖ · ‖) 若在范数诱导下的度量完备，则称为

Banach 空间。

例子

（下面打 ✓ 的表示已证。）

完备的例子

① Kn 在任何范数下完备（后续会证明）；在 p-范数下完备（✓，由 K 的完备性）。

② (C[0, 1], ‖ · ‖∞) ✓。

③ `p、Lp（后证），1 ≤ p ≤ ∞；c0 ✓。

先证①中 p-范数下的完备性。设 {x(m)}是 (Kn, ‖ · ‖p) 中的 Cauchy 列，1 ≤ p ≤ ∞。

对每个分量 k，|x(m)
k − x

(l)
k | ≤ ‖x(m) − x(l)‖p，所以 {x(m)

k }m 是 K 中的 Cauchy 列，由 K
完备，收敛到某个 xk ∈ K。令 x = (x1, . . . , xn)，则

‖x(m) − x‖p ≤ n1/p max
1≤k≤n

|x(m)
k − xk| → 0

（对 p =∞ 取 n1/p = 1），故 x(m) → x，(Kn, ‖ · ‖p) 完备。这里用到了 ‖y‖p ≤ n1/p‖y‖∞：

因为
∑

k |yk|p ≤ nmaxk |yk|p。
再看③中 c0 的完备性，`∞ 同理。设 {x(n)} 是 c0 中（sup 范数下）的 Cauchy 列。

对每个 k，|x(n)
k − x

(m)
k | ≤ ‖x(n) − x(m)‖∞，所以 {x(n)

k }n 是 K 中的 Cauchy 列，收敛到

某个 xk。令 x = (xk)k≥1。任给 ε > 0，取 N 使 ∀n,m ≥ N 有 ‖x(n) − x(m)‖∞ < ε，即

∀k，|x(n)
k − x

(m)
k | < ε。令 m→∞，得

|x(n)
k − xk| ≤ ε (∀k, ∀n ≥ N).

再因为 x(N) ∈ c0，存在 K 使 k ≥ K 时 |x(N)
k | < ε，于是 |xk| ≤ |x(N)

k |+ |xk − x
(N)
k | < 2ε

（k ≥ K），故 xk → 0，x ∈ c0；并且上式给出 ‖x(n) − x‖∞ ≤ ε（n ≥ N），即 x(n) → x。

所以 c0 完备。对 `∞：把”x(N) ∈ c0” 换成”x(N) 有界”，同样得到 |xk| ≤ ‖x(N)‖∞ + ε，从

而 x 有界，论证其余部分不变。

不完备的例子

① c00。
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② (C[0, 1], ‖ · ‖p)，其中 p = 1 时 ✓；1 < p <∞ 时同理。

③ R[x] 在 ‖ · ‖∞ 下，作为 (C[0, 1], ‖ · ‖∞) 的子空间。

（R[x]：以 x 为变量的实多项式全体。）

其中 c00 不完备在”Cauchy 列与完备性” 一节已证（取 x(n) = (1, 1
2
, . . . , 1

n
, 0, . . . )）；

(C[0, 1], ‖ · ‖1) 不完备也已在那里证明。对一般的 1 ≤ p <∞，本章开头” 概念地图” 之

后给出了统一的证明（取阶梯式逼近的函数列 gn），此处不再重复。

对③，把多项式看成 [0, 1] 上的函数（非零多项式在 [0, 1] 上只有有限个零点，所以

这是 R[x] 到 C[0, 1] 的单射），‖p‖∞ = max[0,1] |p|。取 pn(x) =
∑n

k=0

xk

k!
，则 pn ∈ R[x]，

并且对 x ∈ [0, 1]，m > n：

|pm(x)− pn(x)| ≤
m∑

k=n+1

1

k!
≤
∑
k>n

1

k!

n→∞−−−→ 0,

（因为
∑

1/k! 收敛），所以 {pn} 是 (R[x], ‖ · ‖∞) 中的 Cauchy 列；同时 |ex − pn(x)| ≤∑
k>n

1

k!
，所以 pn → ex 在 C[0, 1] 的 ‖ · ‖∞ 下成立。若 R[x] 完备，则存在多项式 q 使

pn → q（在 ‖ · ‖∞ 下）。极限唯一，故在 [0, 1] 上 q(x) = ex。设 deg q = m，则 (deg q+1)

阶导数 q(m+1) ≡ 0，而 (ex)(m+1) = ex 6= 0，矛盾。故 (R[x], ‖ · ‖∞) 不完备。

这也与” 完备 ⇒ 闭” 一致：R[x] 不是 C[0, 1] 的闭子集（ex 属于闭包却不在 R[x]
里）。

级数

定义（级数）：设 {xn} ⊂ E。称

Sn =
n∑

i=1

xi (n ∈ N+)

为级数
∞∑
n=1

xn 的部分和（partial sum）。

(1) 若 Sn
∥·∥−→ S ∈ E，则称级数收敛，S 为其和，记 S =

∞∑
n=1

xn。

(2) 若 {Sn} 是 Cauchy 列，称级数为 Cauchy 级数。

(3) 若数项级数
∞∑
n=1

‖xn‖ 收敛，称级数 绝对收敛。

注：

(a) 若 Sn
∥·∥−→ S，则 xn = Sn − Sn−1 → 0（级数收敛的必要条件）。这是因为 Sn−1 → S

也成立（子列的极限），所以 ‖xn‖ = ‖Sn − Sn−1‖ ≤ ‖Sn − S‖+ ‖S − Sn−1‖ → 0。
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(b) 绝对收敛 ⇒ Cauchy 级数。事实上，对任意 n, p ∈ N+，

‖Sn+p − Sn‖ =
∥∥∥ n+p∑

k=n+1

xk

∥∥∥ ≤ n+p∑
k=n+1

‖xk‖
n→∞−−−−→ 0.

这里右端的”→ 0” 与 p 无关：因为
∑
‖xk‖ 收敛，它的尾项

∑
k>n ‖xk‖ → 0，而对

任意 p，
∑n+p

k=n+1 ‖xk‖ ≤
∑

k>n ‖xk‖。所以 supp ‖Sn+p − Sn‖ → 0，这正是 Cauchy
列的定义。

(c) 在 R 中，绝对收敛 ⇒ 收敛。这依赖于 R 的完备性，它其实就是下面” 完备性的级

数刻画” 定理 (⇒) 方向用在 E = R 上的特例。在一般的赋范空间中不对。

例：绝对收敛但不收敛的级数

在 (C[0, 1], ‖ · ‖1) 中取

fn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2
,

2n
(
x− 1

2

)
,

1

2
≤ x <

1

2
+

1

2n
,

1,
1

2
+

1

2n
≤ x ≤ 1.

令 x1 = f1，xn = fn − fn−1（n ≥ 2）。则级数
∞∑
n=1

xn 的部分和是（裂项相消）

n∑
k=1

xk = f1 + (f2 − f1) + (f3 − f2) + · · ·+ (fn − fn−1) = fn.

Claim：
∞∑
n=1

xn 绝对收敛，并且 fn → χ(1/2,1]。

即
∞∑
n=1

‖xn‖1 = ‖f1‖1 +
∞∑
n=1

‖fn+1 − fn‖1 = ‖f1‖1 +
∞∑
n=1

1

2n+2
<∞,

其中（fn+1 − fn 的图像与横轴围成的三角形的面积）

‖fn+1 − fn‖1 =
1

2

( 1

2n
− 1

2n+1

)
=

1

2n+2
.

上面的计算验证如下。首先 fn 连续：在 x = 1
2
处两段都等于 0，在 x = 1

2
+ 1

2n
处

两段都等于 1。其次，fn+1 ≥ fn 处处成立：在
[
1
2
, 1
2
+ 1

2n+1

]
上 fn+1 = 2n+1(x − 1

2
) ≥

2n(x− 1
2
) = fn；在

[
1
2
+ 1

2n+1 ,
1
2
+ 1

2n

]
上 fn+1 = 1 ≥ fn；其余地方两者相等（都是 0 或

都是 1）。所以 ‖fn+1 − fn‖1 =
∫ 1

0
fn+1 −

∫ 1

0
fn。又∫ 1

0

fn =

∫ 1/2+2−n

1/2

2n
(
x− 1

2

)
dx+

(1
2
− 1

2n

)
=

1

2n+1
+

1

2
− 1

2n
=

1

2
− 1

2n+1
,
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于是 ‖fn+1 − fn‖1 =
(1
2
− 1

2n+2

)
−
(1
2
− 1

2n+1

)
=

1

2n+2
，与上面的三角形面积一致。同

时 ‖f1‖1 =
1

4
，所以

∑
‖xn‖1 =

1

4
+
∑

n≥1

1

2n+2
=

1

4
+

1

4
=

1

2
<∞。

下面说明这个级数在 C[0, 1] 中不收敛。若级数收敛，则部分和 fn 在 ‖ · ‖1 下收敛

到某个 g ∈ C[0, 1]。因为 fn ≡ 0 在
[
0, 1

2

]
上，∫ 1/2

0

|g| dx =

∫ 1/2

0

|fn − g| dx ≤ ‖fn − g‖1 → 0,

所以 g ≡ 0 在
[
0, 1

2

]
上（g 连续、|g| ≥ 0）。又对任意 δ ∈

(
0, 1

2

)
，当 2−n ≤ δ 时 fn ≡ 1

在
[
1
2
+ δ, 1

]
上，同理

∫ 1

1/2+δ
|1 − g| → 0，所以 g ≡ 1 在

[
1
2
+ δ, 1

]
上。由 δ 的任意性，

g ≡ 1 在
(
1
2
, 1
]
上，与 g

(
1
2

)
= 0 以及 g 在 1

2
处连续矛盾。所以级数在 (C[0, 1], ‖ · ‖1) 中

不收敛（” 极限” 只能是不连续的 χ(1/2,1]）。这就说明在一般的赋范空间里，绝对收敛不

蕴含收敛。

完备性的级数刻画

定理（完备性的级数刻画）：赋范空间 (E, ‖ · ‖) 完备 ⇐⇒ E 中每个绝对收敛级数

都收敛。

证明：

(⇒) 设 {xn} ⊂ E，且级数
∞∑
n=1

xn 绝对收敛。由定义，对 n, p ∈ N+，

‖Sn+p − Sn‖ =
∥∥∥ n+p∑

k=n+1

xk

∥∥∥ ≤ n+p∑
k=n+1

‖xk‖ ≤
∞∑

k=n+1

‖xk‖ → 0.

故 {Sn} 是 Cauchy 列，由 (E, ‖ · ‖) 完备，{Sn} 收敛，即
∑

xn 收敛。

(⇐) 设 {xn} ⊂ E 是 Cauchy 列。

第一步：抽子列使相邻项很近。由 Cauchy 性，∀ ε = 1

2k
，∃Nk ∈ N+，使得当 m,n ≥ Nk

时 ‖xm − xn‖ <
1

2k
。令

n1 = N1, nk+1 = max{Nk+1, nk + 1},

则 {nk} 严格递增，并且

‖xnk+1
− xnk

‖ < 1

2k
(k ≥ 1).

事实上，最后这个不等式由构造 nk ≥ Nk，且 nk+1 > nk ≥ Nk，所以 nk, nk+1 都

≥ Nk，于是由 Nk 的定义立即得到 ‖xnk+1
− xnk

‖ < 1

2k
。

第二步：Claim：级数
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) 绝对收敛。事实上，

∞∑
k=1

‖xnk+1
− xnk

‖ ≤
∞∑
k=1

1

2k
= 1 <∞.
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由假设，该级数收敛，而它的部分和

K∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) = xnK+1
− xn1

收敛，即 {xnK+1
− xn1}K 收敛，从而 {xnk

} 收敛。又因为 {xn} 是 Cauchy 列，一个

Cauchy 列有收敛子列，则整个数列收敛，故 {xn} 收敛。这说明 E 完备。证毕。

推论：设 (E, ‖ · ‖) 是 Banach 空间，{xn} ⊂ E。若级数
∞∑
n=1

xn 绝对收敛，则
∞∑
n=1

xn

在 E 中收敛，并且 ∥∥∥ ∞∑
n=1

xn

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=1

‖xn‖.

证明：前半部分已证（上面定理的 (⇒)）。因
∑
‖xn‖ < ∞，对 Sn =

∑n
k=1 xk

（n ∈ N+），

‖Sn‖ ≤
n∑

k=1

‖xk‖ ≤
∞∑
k=1

‖xk‖ <∞.

令 n→∞：记 S =
∑∞

n=1 xn，由范数的连续性（上一节” 运算的连续性” 的命题 (1)），Sn →
S 蕴含 ‖Sn‖ → ‖S‖，所以不等式 ‖Sn‖ ≤

∑∞
k=1 ‖xk‖取极限后保持，可得

∥∥∥∑∞
n=1 xn

∥∥∥ ≤∑∞
n=1 ‖xn‖。证毕。

补：一般 p 下 C[−1, 1] 不完备

例：C[−1, 1] 在 ‖ · ‖p 下不完备（1 ≤ p <∞）。p = 1 已证。

一般 1 ≤ p <∞，在 [−1, 1] 上取

fn(x) =


−1, x < − 1

n
,

nx, |x| ≤ 1

n
,

1, x >
1

n
.

当 m > n 时，|fm − fn| ≤ 2，但只在
[
− 1

n
, 1
n

]
上不为零。于是

‖fm − fn‖pp =
∫ 1

−1

|fm − fn|p dx ≤
2p+1

n
→ 0.

所以 {fn} 是 Cauchy 列，它的极限只能是 sgnx（不连续），故不收敛。

对于 1 ≤ p <∞，(C[0, 1], ‖ · ‖p)
完备化⇝ Lp(0, 1)。

上面的每一步验证如下。

• |fm − fn| ≤ 2：两个函数的取值都在 [−1, 1] 内。

• 只在
[
− 1

n
, 1
n

]
上非零：当 |x| > 1

n
时，因为 m > n，也有 |x| > 1

m
，所以 fm(x) =

fn(x) = sgnx，差为 0。
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• 因此
∫ 1

−1
|fm − fn|p ≤ 2p · 2

n
=

2p+1

n
。

• 不收敛：设有 g ∈ C[−1, 1] 使 ‖fn − g‖p → 0。对 δ ∈ (0, 1)，当 n ≥ 1

δ
时 fn ≡ −1

在 [−1,−δ] 上，所以
∫ −δ

−1
|g+1|p ≤ ‖fn− g‖pp → 0，由 g 连续知 g ≡ −1 在 [−1,−δ]

上；同理 g ≡ 1 在 [δ, 1] 上。令 δ → 0，得 g ≡ −1 在 [−1, 0) 上，g ≡ 1 在 (0, 1] 上，

与 g 在 0 处连续矛盾。

• 本章开头给出的不完备性证明是在 C[0, 1] 上用函数列 gn 做的；这里的 [−1, 1] 版

本思路完全一样，只是极限换成了符号函数 sgnx。

2.3 等价范数

定义（等价范数）：E 上的两个范数 ‖·‖1 和 ‖·‖2 称为等价的，若存在常数 C1, C2 > 0，

使得

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2‖x‖1, ∀x ∈ E.

注：

① 即等价度量：id : (E, ‖ · ‖1)→ (E, ‖ · ‖2) 是双射、双 Lipschitz 的。

② 等价范数诱导的度量下，开集、收敛序列、Cauchy 列、有界集、紧集、完备性都一

样（相同）。

具体地，记 di(x, y) = ‖x− y‖i。由 d2(x, y) ≤ C2d1(x, y) 知 id : (E, d1)→ (E, d2) 是

C2-Lipschitz 的；由 d1(x, y) ≤
1

C1

d2(x, y) 知 id : (E, d2) → (E, d1) 是
1

C1

-Lipschitz 的，

所以 id 是双射、双 Lipschitz 的，这就是①。对于②，逐项来看：

• 开集：Bd1(x, r) ⊂ Bd2(x,C2r)，Bd2(x, s) ⊂ Bd1

(
x, s

C1

)
，两个度量互相能把对方的球

装进自己的球里，所以开集族相同（拓扑等价，见” 一致连续与同胚” 一节的判别

条件 (iv)）。

• 收敛序列：‖xn− x‖2 ≤ C2‖xn− x‖1，反之 ‖xn− x‖1 ≤
1

C1

‖xn− x‖2，所以 xn → x

在两个范数下同时成立或同时不成立。

• Cauchy 列：同理，用 ‖xm − xn‖ 代替 ‖xn − x‖。

• 有界集：‖x‖2 ≤ C2‖x‖1 与 ‖x‖1 ≤
1

C1

‖x‖2。

• 紧集：由开集相同（或由收敛序列相同、自列紧的序列刻画相同）。

• 完备性：Cauchy 列相同、收敛序列相同，所以一个空间在一个范数下完备当且仅

当在另一个范数下完备。
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需要注意，第一章里说过” 完备” 不是拓扑性质——两个拓扑等价的度量下完备性可以

不同。这里并不矛盾：等价范数诱导的度量满足更强的” 双 Lipschitz 等价”，完备性就

被保持了。

例

(1) Kn 上的 p-范数两两等价。设 x = (x1, . . . , xn)，1 ≤ p <∞，则

‖x‖∞ ≤ ‖x‖p ≤ n1/p‖x‖∞.

于是 ‖ · ‖p ∼ ‖ · ‖q，∀ 1 ≤ p, q ≤ ∞。最终将证明（见下一节” 有限维赋范空间”）：

Kn 上（即任意有限维赋范空间上）任意两个范数都等价。

事实上，‖x‖p∞ = maxk |xk|p ≤
∑

k |xk|p = ‖x‖pp，得 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p；又
∑

k |xk|p ≤
nmaxk |xk|p = n‖x‖p∞，得 ‖x‖p ≤ n1/p‖x‖∞。对任意 1 ≤ p, q ≤ ∞（p =∞ 时 n1/p 理解

为 1），

‖x‖p ≤ n1/p‖x‖∞ ≤ n1/p‖x‖q, ‖x‖q ≤ n1/q‖x‖∞ ≤ n1/q‖x‖p,

即 n−1/q‖x‖q ≤ ‖x‖p ≤ n1/p‖x‖q，所以 ‖ · ‖p 与 ‖ · ‖q 等价。结合上面的注②，由 Kn 在

p-范数下完备，再加上有限维空间上任意两个范数等价（下一节），便得到 Kn 在任意范

数下完备。

(2) (C[0, 1], ‖ · ‖p) 两两不等价。要证两个范数不等价，只需找 {xn}，使得两个范数的

比值
‖xn‖(一个)

‖xn‖(另一个)

→∞ 或 0。

在 C[0, 1] 取 fn(x) = xn，则 ‖fn‖∞ = 1，

‖fn‖p =
(∫ 1

0

xnp dx
)1/p

=
( 1

np+ 1

)1/p
→ 0.

故 ‖ · ‖p 与 ‖ · ‖∞ 不等价（
‖fn‖p
‖fn‖∞

→ 0）。同理，p < q 时
‖fn‖p
‖fn‖q

→ 0，故不等价。

事实上，
‖fn‖p
‖fn‖q

=
(nq + 1)1/q

(np+ 1)1/p
，分子 ∼ n1/q，分母 ∼ n1/p，因为 p < q 时

1

q
<

1

p
，

比值 ∼ n1/q−1/p → 0。而如果两个范数等价，则
‖x‖p
‖x‖q

在一切 x 6= 0 上同时有正的上下

界，所以比值趋于 0 就足以说明不等价。

由 Hölder 不等式，‖f‖p ≤ ‖f‖∞，‖f‖p ≤ ‖f‖q（p < q；这里 Ω = (0, 1)）。第一个

是平凡的：
∫ 1

0
|f |p ≤ ‖f‖p∞ · 1。第二个：对 p < q，用 Hölder 不等式（指数

q

p
与它的共

轭指数）： ∫ 1

0

|f |p · 1 dx ≤
(∫ 1

0

|f |p·
q
p dx

)p/q(∫ 1

0

1 dx
)1−p/q

= ‖f‖pq ,

即 ‖f‖p ≤ ‖f‖q。所以这些范数之间只有” 一个方向” 的控制关系：较小的 p 对应较弱

的范数，而反方向的控制失败（见上面 fn = xn），这就是它们不等价的原因。
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(3) 多项式空间 R[x] ⊂ C[0, 1]，赋予 ‖ · ‖∞，不完备。提示：fn(x) =
n∑

k=0

xk

k!
（多项式）

在 ‖ · ‖∞ 下（一致收敛）收敛到 ex，{fn} 是 Cauchy 列，但在 R[x] 中无极限。这

正是前面” 不完备的例子③”，完整的证明见那里。

2.4 有限维赋范空间

有限维与坐标映射

定义（有限维）：设 E 是 K 上的向量空间。E 有限维，指存在一个有限的基

{e1, e2, . . . , em}，使得对每个 x ∈ E，存在唯一的 xi ∈ K (1 ≤ i ≤ m)，满足

x =
m∑
i=1

xiei.

（下面总设 m ≥ 1，即 E 6= {0}；E = {0} 时一切结论平凡。）

定义（坐标映射）：

ϕ : E → Km, x 7→ (x1, x2, . . . , xm),

ϕ 是线性（代数）同构。

事实上，由坐标的唯一性，ϕ 的定义合理。线性：αx + βy =
∑

i(αxi + βyi)ei，由

唯一性，αx+ βy 的坐标就是 αxi + βyi，即 ϕ(αx+ βy) = αϕ(x) + βϕ(y)。单射：坐标

相同则 x =
∑

xiei 相同。满射：对 (c1, . . . , cm) ∈ Km，ϕ
(∑

ciei
)
= (c1, . . . , cm)。

命题：令

p(x) :=
m∑
i=1

|xi|,
(
x =

m∑
i=1

xiei

)
,

则 p 是 E 上的范数，且 ϕ : (E, p)→ (Km, ‖ · ‖1) 是等距同构。

事实上，按定义 p(x) = ‖ϕ(x)‖1，而 ϕ 是线性的。于是 p(αx) = ‖αϕ(x)‖1 = |α|p(x)；
p(x+ y) = ‖ϕ(x) + ϕ(y)‖1 ≤ p(x) + p(y)；p(x) = 0⇒ ϕ(x) = 0⇒ x = 0（ϕ 单射）。所

以 p 是范数。等距在下面一小节直接给出。

(E, p) 具有 (Km, ‖ · ‖1) 的一切性质

对任意 x, y ∈ E，

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖1 =
m∑
i=1

|xi − yi| = p(x− y)

=⇒ ϕ 双射，且1-Lipschitz（实际上等距）.

因此 (Km, ‖ · ‖1) 的性质 (E, p) 都有，特别是：

— 63 / 91 —



第二章 赋范空间和连续线性映射 泛函分析讲义

• (E, p) 完备；

• A ⊂ (E, p) 紧 ⇐⇒ A 有界闭。

其中完备性的理由是：(Km, ‖ · ‖1) 完备（上一节” 完备的例子①”），ϕ 是等距满射，

Cauchy 列、收敛列都被 ϕ、ϕ−1 原样搬运，所以 (E, p) 完备。

证：(⇒) 这是任何度量空间的一般事实（第一章” 紧性” 一节）：紧 ⇒ 预紧（完全

有界）⇒ 有界；紧 ⇒ 列紧 ⇒ 闭（列紧集上的收敛序列的极限仍在集内）。

(⇐) A 有界闭 ⇒ ϕ(A) 有界闭 ⇒ ϕ(A) 是 (Km, ‖ · ‖1) 中的紧集，再由 ϕ−1 连续，

ϕ−1(ϕ(A)) = A 紧，闭.

具体地，ϕ(A) 有界闭用到 ϕ 是等距满射（保持有界性，并把闭集映成闭集）；” 紧” 用

Heine–Borel：Km 中 ‖ · ‖1 与欧氏范数 ‖ · ‖2 满足 ‖c‖2 ≤ ‖c‖1 ≤
√
m ‖c‖2（后一个由

Cauchy–Schwarz），所以两者的有界闭集相同，欧氏范数下有界闭集紧（K = C 时把 Cm

看成 R2m）；最后 ϕ−1 是等距，当然连续，连续映射把紧集映成紧集。

有限维空间上的任意两个范数等价

定理：E 上所有的范数都与 p 范数等价。因此，E 上任意两个范数都等价。

证明：设 ‖ · ‖ 是 E 上的一个给定范数。

第一步：证明 ‖x‖ ≤M · p(x)，∀x ∈ E，其中 M := max
1≤i≤m

‖ei‖。

∀ x =
m∑
i=1

xiei ∈ E，

‖x‖ =
∥∥∥ m∑

i=1

xiei

∥∥∥ ≤ m∑
i=1

|xi| ‖ei‖ ≤M ·
m∑
i=1

|xi| = M · p(x).

这里 M > 0，因为基向量非零；第一个不等号是三角不等式与齐次性，第二个不等号是

‖ei‖ ≤M。于是 ∣∣ ‖x‖ − ‖y‖ ∣∣ ≤ ‖x− y‖ ≤M · p(x− y),

其中第一个不等号是范数的反向三角不等式（上一节” 运算的连续性”）。也就是说

(E, p)
id−−→ (E, ‖ · ‖) ∥·∥−−→ R, x 7−→ x 7−→ ‖x‖,

因此 ‖ · ‖ 是 M -Lipschitz 的，从而连续（作为 (E, p)→ R 的函数）。

第二步：在单位球面 Sp := {x ∈ E | p(x) = 1} 上取最值。

Sp 非空：p(e1) = 1，所以 e1 ∈ Sp，最大、最小值才有意义。Sp = p−1({1}) 是连续

函数的原像，所以在 (E, p) 中闭；有界显然（p ≡ 1）。由命题（” 有界闭 ⇒ 紧”）它是

紧集。连续函数 ‖ · ‖ 在紧集 Sp 上取到最大值 β 与最小值 α，即

α ≤ ‖y‖ ≤ β, ∀y ∈ Sp.
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又由于 Sp 中的点非零（0E /∈ Sp，因为 p(0E) = 0），故 α > 0。（否则 α = 0，则存在

x ∈ Sp 使得 ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0E，矛盾。）

第三步：齐次性。∀ y ∈ E 且 y 6= 0E，有
y

p(y)
∈ Sp，则由第二步，

α ≤
∥∥∥ y

p(y)

∥∥∥ ≤ β =⇒ α p(y) ≤ ‖y‖ ≤ β p(y).

y = 0 时显然成立。故 ‖ · ‖ 与 p 等价。而两个都与 p 等价的范数是相互等价的：设

αip ≤ ‖ · ‖i ≤ βip (i = 1, 2)，则

α2

β1

‖x‖1 ≤ α2p(x) ≤ ‖x‖2 ≤ β2p(x) ≤
β2

α1

‖x‖1,

这就是 ‖ · ‖1 与 ‖ · ‖2 的等价。（” 等价” 是对称、传递的：定义中交换两个范数，常数

换成 1/C2, 1/C1 即可。） □

推论

推论：设 E 是有限维赋范空间，则：

(1) E 是 Banach 空间；

(2) 任何赋范空间（有限维或无限维）的有限维子空间都是闭空间；

(3) A ⊂ E 紧 ⇐⇒ A 有界闭。特别地，闭单位球紧，有界序列有收敛子列；

(4) 同一数域 K 上维数相同的两个有限维赋范空间是拓扑同构的（存在双向连续的线

性双射）。

证明：

(1) (E, p) 完备（已证），(E, ‖ · ‖) 与 (E, p) 等价，等价范数保持完备性。

(2) 设 F 是 E（可以无限维）的有限维子空间。则 F 在诱导范数下是有限维赋范空间，

由 (1) 完备，而完备子集是闭集：设 xn ∈ F，xn → x ∈ E，则 {xn} 是 F 中的

Cauchy 列，由 F 完备，xn → y ∈ F。极限唯一，所以 x = y ∈ F。

(3) A ⊂ (E, p) 时已证（上面的命题）。等价范数保持有界、紧、闭，故 A 对 (E, ‖ · ‖)
下亦有界闭。特别地，有界序列落在某个闭球 B̄(0, R) 里，闭球有界闭，由前半部

分是紧集，紧度量空间中的序列有收敛子列（紧 ⇒ 列紧）。

(4) 设 E,F 是 K 上的 m 维赋范空间，范数分别记为 ‖·‖E, ‖·‖F，分别取基 {e1, . . . , em}
与 {f1, . . . , fm}，得坐标映射 ϕE : E → Km，ϕF : F → Km：

(E, ‖ · ‖E)
φE−−−→ (Km, ‖ · ‖1)

φF←−−− (F, ‖ · ‖F ).
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定义 ϕ := ϕ−1
F ◦ ϕE，则 ϕ 是 (E, ‖ · ‖E) 到 (F, ‖ · ‖F ) 的拓扑同构。具体地，对 E

取 pE(x) =
∑
|xi|，由定理 αEpE ≤ ‖ · ‖E ≤ βEpE，而 ‖ϕE(x)‖1 = pE(x)，所以

1

βE

‖x‖E ≤ ‖ϕE(x)‖1 ≤
1

αE

‖x‖E,

即 ϕE 是线性双射且双 Lipschitz 的；ϕF 同理。于是 ϕ = ϕ−1
F ◦ϕE 是线性双射。把

两个估计合起来（用到 ϕF ◦ ϕ = ϕE，因而 ‖ϕE(x)‖1 = pF (ϕ(x))）：

‖ϕ(x)‖F ≤ βF pF (ϕ(x)) = βF‖ϕE(x)‖1 ≤
βF

αE

‖x‖E,

‖x‖E ≤ βE‖ϕE(x)‖1 = βE pF (ϕ(x)) ≤
βE

αF

‖ϕ(x)‖F ,

所以 ϕ 与 ϕ−1 都是 Lipschitz 连续的，ϕ 是拓扑同构。

注：以上性质在无穷维空间中都不成立

注：所有上述性质 (1)–(4) 在无穷维空间都是不对的。

(1) R[x] ⊂ C[0, 1] 上任给一个范数都不是 Banach（作业；一个完整的证明放在下一节

末尾，需要用到 Riesz 引理）。

C[a, b] (K) 在 Lp 范数 (1 ≤ p < ∞) 下不完备（已在前面证明，见” 赋范空间的例

子” 与” 补：一般 p 下 C[−1, 1] 不完备”）。

(2) R[x] 在 C[a, b] 中稠密（Weierstrass 多项式逼近定理）。于是 R[x] 是 (C[a, b], ‖ · ‖∞)

的无穷维子空间，它的闭包是整个 C[a, b]，而 ex ∈ C[a, b] \R[x]，所以 R[x] 不是闭

子空间，推论 (2) 在无穷维时失败。

对 (3)、(4)，在无穷维下失败的原因分别是下一节的 Riesz 定理（闭单位球不紧），

以及前一节已证的”C[0, 1] 上 ‖ · ‖p 两两不等价” （无穷维空间上的范数不一定等价）。

2.5 Riesz 引理与 Riesz 定理

点到集合的距离与最佳逼近

设 (E, ‖ · ‖) 是赋范空间。∀F ⊂ E（非空），∀ z ∈ E，记

d(z, F ) = inf
w∈F
‖z − w‖.

d(z, F ) = 0 ⇐⇒ z ∈ F . （第 1 次作业）

事实上，d(z, F ) = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0，∃w ∈ F，‖z − w‖ < ε ⇐⇒ 存在 wn ∈ F 使

wn → z ⇐⇒ z ∈ F （第一章” 收敛、聚点与闭包”：闭包是 F 中序列的极限点集合）。
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命题（到有限维子空间的最佳逼近存在）：设 F 是赋范空间 E 的有限维子空间，

z ∈ E，则 ∃ x ∈ F s.t.
‖z − x‖ = d(z, F ) = min

w∈F
‖z − w‖.

证明：取 {xn} ⊂ F s.t.

‖z − xn‖ ≤ d(z, F ) +
1

n
(n ∈ N+).

则

‖xn‖ ≤ ‖z‖+ ‖z − xn‖ ≤ ‖z‖+ d(z, F ) +
1

n
=⇒ {xn} 是F 中的有界序列.

由紧性推论（上一节推论 (3)：有限维赋范空间中有界序列有收敛子列），存在子列

{xnk
} → x ∈ F（∵ F 闭）。这里 F 在诱导范数下是有限维赋范空间，上一节推论 (3) 用

在 F 上：有界序列 {xn} ⊂ F 有 F 中的收敛子列，极限本来就落在 F 内（推论 (2) 也

说明 F 是 E 中的闭集，所以不会有极限跑到 F 外面的问题）。由范数连续性，

d(z, F ) ≤ ‖z − x‖ = lim
k→∞
‖z − xnk

‖ ≤ d(z, F ) =⇒ ‖z − x‖ = d(z, F ). □

最后一步中 limk

(
d(z, F ) + 1

nk

)
= d(z, F )，所以第二个不等号成立。

注：x 未必唯一。例如 E = R2，‖·‖∞，F = {(t, 0) : t ∈ R}，z = (0, 1)。则 d(z, F ) = 1，

且 ‖z − (t, 0)‖∞ = max(|t|, 1) = 1 对所有 |t| ≤ 1 都成立，最佳逼近有无穷多个。

Riesz 引理

引理（Riesz 引理）：设 F 是赋范空间 E 的真闭子空间，则 ∀ ε ∈ (0, 1)，∃ y ∈ E

s.t. ‖y‖ = 1，d(y, F ) ≥ 1− ε。若 F 有限维，则 ∃ y s.t. ‖y‖ = 1，且 d(y, F ) = 1。

F

E
y

d(y, F ) ≥ 1− ε

‖ · ‖ ≤ 1

证明：取 y0 ∈ E \ F，因 F 闭，

α := d(y0, F ) > 0 (否则y0 ∈ F = F ).

∀ δ > 0，由下确界的定义，∃ xδ ∈ F s.t.

‖y0 − xδ‖ ≤ α + δ.
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令

y =
y0 − xδ

‖y0 − xδ‖
, ‖y‖ = 1.

这里分母不为零：y0 /∈ F 而 xδ ∈ F，所以 ‖y0−xδ‖ > 0。∀ x ∈ F，因为 xδ+‖y0−xδ‖x ∈ F，

‖y − x‖ =
∥∥(y0 − xδ)− x ‖y0 − xδ‖

∥∥
‖y0 − xδ‖

=

∥∥y0 − ∈F︷ ︸︸ ︷[
xδ + ‖y0 − xδ‖ · x

] ∥∥
‖y0 − xδ‖

≥ α

α + δ
.

最后的不等号的来源是：分子 ‖y0 − [· · · ]‖ ≥ d(y0, F ) = α （方括号里的点属于 F），分

母 ‖y0 − xδ‖ ≤ α + δ。取 δ s.t. α

α + δ
≥ 1− ε，即得 d(y, F ) ≥ 1− ε。由于

α

α + δ
≥ 1− ε ⇐⇒ α ≥ (1− ε)(α + δ) ⇐⇒ δ ≤ εα

1− ε
,

取 δ =
εα

1− ε
> 0 即可。

若 F 有限维，由上一命题，可取 x0 ∈ F s.t. ‖y0 − x0‖ = α（即上式中 δ = 0）。这

时 y =
y0 − x0

α
，‖y‖ = 1，上面的估计中分子 ≥ α、分母 = α，此时 d(y, F ) ≥ α

α
= 1。

又 ∵ 0 ∈ F，d(y, F ) ≤ ‖y‖ = 1，⇒ d(y, F ) = 1。□

Riesz 定理

定理（Riesz 定理）：赋范空间 (E, ‖ · ‖) 的单位球面 S（等价地，闭单位球 B̄）紧

⇐⇒ dimE <∞。

证明：(⇐) 已证（上一节推论 (3)：有限维空间中有界闭集紧，S 与 B̄ 都有界闭）。

(⇒) 证其逆否命题：设 dimE = ∞，证 S 不紧。任取 x1 ∈ S，F1 = span{x1}，
F1 有限维，故是闭子空间且 F1 6= E。由 Riesz 引理（有限维的 case），∃ x2 ∈ S s.t.
d(x2, F1) = 1。一般地，得到 {x1, x2, . . . , xn} 后，令 Fn = span{x1, x2, . . . , xn}，它是有

限维真闭子空间，取 xn+1 ∈ S s.t. d(xn+1, Fn) = 1。于是 {xn} ⊂ S。每一步都能继续：

Fn 有限维，所以 Fn 6= E（dimE =∞），又由推论 (2) 它闭，所以 Riesz 引理（有限维

情形）可用在 Fn 上。

∀m > n，因为 xn ∈ Fm−1（xn ∈ Fn ⊂ Fm−1），

‖xm − xn‖ ≥ d(xm, Fm−1) = 1.

{xn} ⊂ S 任意两项距离 ≥ 1，没有 Cauchy 列，更没有收敛子列。（序列 {xn} 的任何子

列也满足任意两项距离 ≥ 1，所以不是 Cauchy 列；收敛序列必是 Cauchy 列，所以也

没有收敛子列。）所以 S 不列紧 ⇒ S 不紧。B̄ ⊃ S 且 S 是 B̄ 的闭子集，故 B̄ 也不紧：

S = {x : ‖x‖ = 1}，‖ · ‖ 连续，所以 S 在 E 中闭，若 B̄ 紧，则它的闭子集 S 紧，与上

面矛盾。□
推论：

— 68 / 91 —



第二章 赋范空间和连续线性映射 泛函分析讲义

(1) 无限维赋范空间中，有界闭集不一定紧，有界序列不一定有收敛子列。

事实上，由 Riesz 定理，无限维空间中闭单位球 B̄ 是有界闭集，但不紧；上面构

造的 {xn} ⊂ S ⊂ B̄ 就是一个有界却没有收敛子列的序列。具体例子：`p 中取单位向量

en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )，则 ‖en‖p = 1，‖en − em‖p = 21/p (m 6= n)（`∞、c0 中该距离为

1），所以没有收敛子列。

补：作业的一个证明（R[x] 上任何范数都不完备）

设 ‖ · ‖ 是 V = R[x]（或 C[x]）上的任意一个范数，假设 (V, ‖ · ‖) 是 Banach 空间，

导出矛盾。

记 Vn 为次数 ≤ n 的多项式全体（n ≥ 0），V−1 = {0}。Vn 是 n+1 维子空间，由上

一节推论 (2)，每个 Vn 都是 V 的闭子空间，且 Vn−1 ⊊ Vn。

第一步：取 yn。对每个 n ≥ 0，把 Vn 看作赋范空间，Vn−1 是它的有限维真闭子空

间，由 Riesz 引理（有限维情形）取 yn ∈ Vn 满足

‖yn‖ = 1, d(yn, Vn−1) = 1.

（n = 0 时取 y0 = 1/‖1‖。）

第二步：构造级数。
∑

n≥0 3
−nyn 绝对收敛（

∑
3−n‖yn‖ =

∑
3−n < ∞），由” 完备

⇐⇒ 绝对收敛级数收敛”，它在 V 中收敛到某个 s ∈ V。s 是多项式，设 s ∈ VN。

第三步：导出矛盾。令 r = s −
∑N

n=0 3
−nyn。因为 yn ∈ Vn ⊂ VN (n ≤ N)，所以

r ∈ VN；另一方面

r =
∑

n≥N+1

3−nyn = 3−(N+1)yN+1 + t, t :=
∑

n≥N+2

3−nyn,

‖t‖ ≤
∑

n≥N+2

3−n =
3−(N+1)

2
.

于是 ∥∥yN+1 − 3N+1r
∥∥ = 3N+1‖t‖ ≤ 1

2
.

但 3N+1r ∈ VN，所以 d(yN+1, VN) ≤
1

2
，与 d(yN+1, VN) = 1 矛盾。因此 (R[x], ‖ · ‖) 对

任何范数都不是 Banach。 □
（用到的事实：有限维子空间是闭的、Riesz 引理（有限维情形）、Banach 空间中绝

对收敛级数收敛。
∑

k≥N+2 3
−k =

3−(N+2)

1− 1/3
=

3−(N+1)

2
。）
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2.6 连续线性映射（算子）

线性映射

定义（线性映射）：设 E,F 是 K 上的向量空间。映射 u : E → F 称为 线性映射

（线性算子），若

u(λx+ y) = λu(x) + u(y), ∀ x, y ∈ E, λ ∈ K.

这与通常的“可加 + 齐次”的定义等价：取 λ = 1 得可加性 u(x + y) = u(x) + u(y)；取

y = 0E 得齐次性 u(λx) = λu(x)（这里要先知道 u(0E) = 0F，见下面注③，它只用到

λ = 1, x = y = 0E 这一特例）。反过来，可加与齐次显然给出 u(λx+y) = u(λx)+u(y) =

λu(x) + u(y)。

记号：

• L(E,F )：E → F 的线性映射的全体；

• L(E,E) = L(E)；

• L(E,K) 中的元素称为 E 上的线性泛函。

注：

① L(E,F ) 是一个向量空间：∀ u, v ∈ L(E,F )，

(u+ v)(x) = u(x) + v(x), (λu)(x) = λu(x),

则 u+ λv ∈ L(E,F )，且 0 ∈ L(E,F )（零映射）。

验证：对 x, y ∈ E，α ∈ K，

(u+ λv)(αx+ y) = u(αx+ y) + λv(αx+ y)

= αu(x) + u(y) + λαv(x) + λv(y)

= α (u+ λv)(x) + (u+ λv)(y),

所以 u + λv 仍是线性的；零映射 x 7→ 0F 显然线性。向量空间的其余公理（交换

律、结合律、分配律等）由 F 中的运算逐点继承。

② dimE = m，dimF = n。E ∼= Km，F ∼= Kn，u : E → F，u ∼= [u] 是 n ×m 的矩

阵。这里的“∼=”指线性（代数）同构，下一小节会把对应关系 u 7→ [u] 写出来。

线性映射的矩阵表示

取 E 的基 {e1, e2, . . . , em}，取 F 的基 {f1, f2, . . . , fn}，u ∈ L(E,F )。则

u(ej) =
n∑

i=1

aijfi = a1jf1 + a2jf2 + · · ·+ anjfn, j = 1, 2, . . . ,m.
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把 u(ej) 的坐标 a1j, a2j, . . . , anj 竖着写成第 j 列，得

A = [aij] =


a11 · · · a1j · · · a1m

a21 · · · a2j · · · a2m
... ... ...

an1 · · · anj · · · anm

 ,

其中第 j 列 (a1j, a2j, . . . , anj)
T 就是 u(ej) 的坐标。或者写成(

u(e1), u(e2), . . . , u(em)
)
= (f1, . . . , fn)A.

最后一行是形式记号：右边是行向量 (f1, . . . , fn) 乘以矩阵 A，第 j 个分量是
∑

i fiaij =

u(ej)。

对任意 x =
m∑
j=1

xjej ∈ E（xj ∈ K 唯一），

u(x) =
m∑
j=1

xju(ej) =
m∑
j=1

xj

( n∑
i=1

aijfi

)
=

n∑
i=1

( m∑
j=1

aijxj

)
fi

记为
=

n∑
i=1

yifi,

即

yi =
m∑
j=1

aijxj (1 ≤ i ≤ n),


y1

y2
...
yn

 = A


x1

x2

...
xm

 .

坐标表示：u(x) = Ax。

例如：L(C2,C2) ∼= M2(C)。一般地，映射 L(E,F ) → Mn×m(K)，u 7→ A 是线性

同构：它是线性的，因为 (u + λv)(ej) = u(ej) + λv(ej)，两边取坐标，第 j 列也是对

应相加；单射，因为 u 由 u(e1), . . . , u(em) 唯一确定（上面的展开式）；满射，因为任

给 n ×m 矩阵 A，定义 u
(∑

j xjej
)
:=
∑

i

(∑
j aijxj

)
fi，由坐标的唯一性这是良好定

义的线性映射，并且 u(ej) =
∑

i aijfi。所以 dimL(E,F ) = nm。例子中 m = n = 2，

dimC L(C2,C2) = 4 = dimC M2(C)。
注：

③ u ∈ L(E,F )⇒ u(0E) = 0F；u 的像 u(E)（= Range(u)）与核 keru = u−1(0) 都是

子空间。

证明：在 u(λx+y) = λu(x)+u(y) 中取 λ = 1，x = y = 0E，得 u(0E) = u(0E)+u(0E)，

所以 u(0E) = 0F。像是 F 的子空间：0F = u(0E) ∈ u(E)；若 u(x), u(y) ∈ u(E)，则

λu(x) + u(y) = u(λx + y) ∈ u(E)。核是 E 的子空间：0E ∈ keru；若 x, y ∈ keru，
则 u(λx+ y) = λu(x) + u(y) = 0F。
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线性映射的连续性

定理（线性映射的连续性）：设 E,F 是赋范空间，u ∈ L(E,F )，则下列条件等价：

(1) u 在 E 上连续；

(2) u 在某一点 x0 ∈ E 处连续；

(3) u 在原点 0E 处连续；

(4) ∃C ≥ 0 s.t. ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖，∀x ∈ E 成立（u 有界）；

(5) u 在 E 上 Lipschitz 连续。

证明：

(1)⇒ (2) 显然（在每一点连续蕴含在某一点连续）。

(2)⇒ (3)：由 u 在 x0 连续，则 ∀ε > 0，∃ δ > 0 s.t.

‖y − x0‖ < δ =⇒ ‖u(y)− u(x0)‖ < ε.

令 z = y−x0，即 y = x0+ z，当 z 遍历球 B(0, δ) 时 y 遍历 B(x0, δ)。于是只要 ‖z‖ < δ，

就有

‖u(z)‖ = ‖u(y − x0)‖ = ‖u(y)− u(x0)‖ < ε =⇒ u 在0E 连续

（因为 u(0E) = 0F，“在 0E 处连续”的条件 ‖u(z)− u(0E)‖ < ε 就是 ‖u(z)‖ < ε）。

(3) ⇒ (4)：∵ u 在 0E 连续，取 ε = 1，∃ δ > 0 s.t. ‖z‖ < δ ⇒ ‖u(z)‖ < 1。于是

‖z‖ ≤ δ

2
< δ 时，‖u(z)‖ < 1。∀x 6= 0，令 z =

δ

2‖x‖
· x，则 ‖z‖ = δ

2
，且

2‖x‖
δ

z = x。由

线性（齐次性），

‖u(x)‖ =
∥∥∥u(2‖x‖

δ
z
)∥∥∥ =

2‖x‖
δ
‖u(z)‖︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ 2

δ
‖x‖.

x = 0 显然成立，取 C =
2

δ
即可。

(4)⇒ (5)：

‖u(x)− u(y)‖ = ‖u(x− y)‖ ≤ C‖x− y‖ =⇒ u 是C-Lipschitz.

(5) ⇒ (1) 显然（Lipschitz 蕴含一致连续，更蕴含连续，见第一章“一致连续与同

胚”）。□
注：线性映射的像 u(E) 无界，除非 u = 0。（因 ∃ x ∈ E s.t. u(x) 6= 0；u(λx) = λu(x)，

‖u(λx)‖ = |λ| · ‖u(x)‖，其中 ‖u(x)‖ > 0，当 |λ| → ∞ 时趋于 ∞。）例如 E = F = R，

u(x) = ax：a 6= 0 时像是整个 R，无界；但它满足 |u(x)| = |a||x|，是有界算子（取

C = |a|）。所以 (4) 里的“u 有界”不是“像 u(E) 有界”，下面算子范数一节末尾还会再强

调。有限维定义域上的线性映射自动连续，以及无穷维时的反例，见下面“有界与连续；

有限维定义域上的线性映射”一节。
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算子范数

定义（算子范数）：若 u ∈ L(E,F ) 有界（即上一定理中的 (4)），令

‖u‖ := sup
x ̸=0

‖u(x)‖
‖x‖

,

称为 u 的范数（算子范数）。由上一定理，连续线性映射恰好就是有界的线性映射，故

通常称为有界算子。

这里默认 E 6= {0}，否则 x 6= 0 的上确界是对空集取的。由 (4)，‖u(x)‖
‖x‖

≤ C 对所

有 x 6= 0 成立，所以这个上确界是有限的。前面“赋范空间的例子③”里的矩阵范数就是

这里的 ‖u‖。
注：对于有界的 u，

‖u‖ = sup
x ̸=0

‖u(x)‖
‖x‖︸ ︷︷ ︸

M1

= sup
∥x∥≤1

‖u(x)‖︸ ︷︷ ︸
M2

= sup
∥x∥=1

‖u(x)‖︸ ︷︷ ︸
M3

= inf
{
C ≥ 0 : ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ E

}︸ ︷︷ ︸
M4

,

并且

‖u(x)‖ ≤ ‖u‖ ‖x‖, ∀x ∈ E 成立

（即 ‖u‖ 是最小的 Lipschitz 常数）。

证明：记四个量依次为 M1,M2,M3,M4。

显然 M3 ≤M2（单位球面含于闭单位球）。

下证 M2 ≤M1：当 0 < ‖x‖ ≤ 1，

‖u(x)‖
‖x‖

≤M1 =⇒ ‖u(x)‖ ≤M1‖x‖ ≤M1,

而 x = 0 时 ‖u(0)‖ = 0 ≤M1，所以两边对 0 ≤ ‖x‖ ≤ 1 取 sup，得 M2 ≤M1。

下证 M1 ≤M3 即可：x 6= 0 时
x

‖x‖
∈ S（单位球面），由齐次性（取 λ =

1

‖x‖
），

‖u(x)‖
‖x‖

=
∥∥∥u( x

‖x‖

)∥∥∥ ≤M3,

两边取 sup 得 M1 ≤M3。

∵M3 ≤M2 ≤M1 ≤M3 ⇒M1 = M2 = M3。

最后，‖u(x)‖ ≤ M1‖x‖（x 6= 0 时由 M1 的定义，x = 0 时两边都是 0），即 M1 属

于集合 {C ≥ 0 : ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖ ∀x}，于是其下确界 M4 ≤M1。反之，该集合中每个 C

都满足 M1 ≤ C，所以 M4 ≥M1，⇒M1 = M4。
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至于 ‖ ·‖是最小的 Lipschitz 常数：若 C 是 u 的 Lipschitz 常数，即 ‖u(x)−u(y)‖ ≤
C‖x− y‖ 对一切 x, y 成立，取 y = 0E 得 ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖，所以 C ≥ M4 = ‖u‖；反过

来 ‖u(x)− u(y)‖ = ‖u(x− y)‖ ≤ ‖u‖‖x− y‖，‖u‖ 本身就是 Lipschitz 常数。□
注：“u 有界”指 u 把单位球（或任何有界集）映成有界集，不是 u(E) 有界。非零映

射在 E 上必无界（‖u(nx)‖ = n‖u(x)‖）。事实上，若 ‖x‖ ≤ R，则 ‖u(x)‖ ≤ ‖u‖R，所以

有界的 u 把任何有界集映成有界集；反过来，若 u 把单位球映成有界集，即 M2 < ∞，

则对 x 6= 0 有
‖u(x)‖
‖x‖

=
∥∥∥u( x

‖x‖

)∥∥∥ ≤M2，满足 (4)。所以“(4) u 有界”与“u 把单位球映

成有界集”是等价的；而 u(E) 作为整个空间的像，只要 u 6= 0 就无界。

有界与连续；有限维定义域上的线性映射

推论：u ∈ L(E,F ) 连续 ⇐⇒ u 有界 ⇐⇒ ‖u‖ <∞。

前一个等价就是连续性定理的 (1) ⇔ (4)。后一个等价：‖u‖ < ∞ 当且仅当存在

C ≥ 0 使 ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖ 对一切 x 成立。（⇒ 取 C = ‖u‖，由 ‖u(x)‖ ≤ ‖u‖‖x‖；⇐ 由

‖u‖ = M4 ≤ C。）

定理（有限维定义域上的线性映射自动连续）：假设 E,F 是 K 上的赋范空间，

dimE <∞，则 ∀ u ∈ L(E,F )，u 有界。

证明：E = {0}时 u = 0，结论平凡。否则取 E 的基底 {e1, e2, . . . , em}，x =
m∑
i=1

xiei。

定义 E 上的 p 范数

p(x) =
m∑
i=1

|xi|.

由上一节“有限维赋范空间”的定理，E 上任意范数都与 p 等价，即存在 α, β > 0 使

αp ≤ ‖ · ‖ ≤ βp；取左边这个不等式，∃C = 1/α > 0 s.t. p(x) ≤ C‖x‖。于是

‖u(x)‖ =
∥∥∥ m∑

i=1

xiu(ei)
∥∥∥ ≤ m∑

i=1

|xi| ‖u(ei)‖

≤
(

max
1≤i≤m

‖u(ei)‖
)
· p(x)

≤
(
C max

1≤i≤m
‖u(ei)‖

)
· ‖x‖ =⇒ u 有界. □

其中第一个等号用到 u 的线性，第一个不等号是三角不等式与齐次性，第二个不等号是

把每个 ‖u(ei)‖ 放大成它们的最大值。

注：无穷维时存在反例。

① E = (c00, ‖ · ‖∞)，u ∈ L(E)：∀ x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ∈ c00，

u(x) = (x1, 2x2, . . . , nxn, . . . ) ∈ c00.

这里 c00 是只有有限项非零的序列全体；u 把有限支撑序列映成有限支撑序列

（第 n 项为零则 nxn 也为零），所以 u 确实是 c00 → c00 的线性映射。取 ek =
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(0, . . . , 0, 1
第k 位置

, 0, . . . , 0, . . . )，则 u(ek) = kek，‖ek‖∞ = 1，

‖u(ek)‖
‖ek‖

=
‖kek‖
‖ek‖

= k −→∞ (k →∞) =⇒ u 无界.

② E = R[x]，赋 ‖ · ‖∞（在 [0, 1] 上），R[x] ⊂ (C[0, 1], ‖ · ‖∞)，u ∈ L(R[x],R[x])，
u(f) = f ′。取 fn(x) = xn，‖fn‖∞ = 1，‖f ′

n‖∞ = ‖nxn−1‖∞ = n（在 [0, 1] 上最大值

在 x = 1 取得；n = 1 时 f ′
1 ≡ 1），无界。微分算子不连续。

这两个例子说明上面的定理中“dimE < ∞”这个条件不能去掉：由前面的连续性定理，

无界就等价于不连续。

有界线性算子空间 B(E,F )

定义：

B(E,F ) :=
{
u ∈ L(E,F ) : ‖u‖ <∞

}
,

即 E → F 的连续（有界，bounded）线性映射的全体。对于算子范数 ‖u‖ = sup
∥x∥=1

‖u(x)‖，

‖ · ‖ 的确是 B(E,F ) 上的一个范数。

证明：设 u, v ∈ B(E,F )，λ ∈ K。

• 封闭性与三角不等式：‖(u+v)(x)‖ ≤ ‖u(x)‖+‖v(x)‖ ≤ (‖u‖+‖v‖)‖x‖，所以 u+v

有界，且 ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖。

• 齐次性：‖(λu)(x)‖ = |λ|‖u(x)‖，两边在 ‖x‖ = 1 上取 sup，得 ‖λu‖ = |λ|‖u‖（所

以 λu 也有界）。零映射有界，所以 B(E,F ) 是 L(E,F ) 的子空间。

• 正定性：‖u‖ ≥ 0；若 ‖u‖ = 0，则 ‖u(x)‖ ≤ 0 · ‖x‖ = 0 对一切 x 成立，所以 u = 0。

特殊情况：

(1) B(E,K) 称为 E 的对偶空间 E∗，即

E∗ = B(E,K) = E 上连续线性泛函的全体.

这里强调“连续”，是因为 L(E,K) 里的线性泛函不一定连续，E∗ 只取其中连续的那

些。

(2) B(E) = B(E,E)。

(3) dimE <∞，L(E,F ) = B(E,F )（上一定理）：B(E,F ) ⊂ L(E,F ) 总成立，反过来

在 dimE <∞ 时每个线性映射都有界。

算子范数的计算

计算 ‖u‖ 的套路：
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• Step 1：先证明不等式

‖u(x)‖ ≤ C‖x‖, ∀ x ∈ E,

得到 ‖u‖ ≤ C。

• Step 2：再找一个 x 或数列 {xn} s.t. ‖u(x)‖ = C‖x‖（可取 ‖x‖ = 1，即 ‖u(x)‖ = C）

或 ‖xn‖ = 1 且 lim ‖u(xn)‖ = C（或者 xn 6= 0、lim ‖u(xn)‖/‖xn‖ = C）。

两步合起来给出 ‖u‖ = C：Step 1 是上界 ‖u‖ ≤ C；Step 2 中 ‖u‖ ≥ ‖u(xn)‖/‖xn‖ 对

每个 n 成立，令 n→∞ 得 ‖u‖ ≥ C。

若 dimE < ∞，则 B̄ = {x : ‖x‖ ≤ 1} 是紧集，而 u 自动连续（上一定理），

x 7→ ‖u(x)‖ 连续，于是 ‖u(x)‖ 在 B̄ 上可取到最大值（B̄ 紧见“有限维赋范空间”一节推

论 (3)），即 ‖u‖ = M2 = max∥x∥≤1 ‖u(x)‖：此时 Step 2 里总能找到一个具体的 x。下面

会看到无穷维时（Volterra 算子）上确界可以取不到。

例 1：ϕ : R2 → R2，

ϕ

(
x

y

)
=

(
2 −3
4 7

)(
x

y

)
.

①赋予 (R2, ‖ · ‖1)，即
∥∥∥(x

y

)∥∥∥
1
= |x|+ |y|，希望计算 ‖ϕ‖。

∥∥∥ϕ(x
y

)∥∥∥
1
=
∥∥∥(2x− 3y

4x+ 7y

)∥∥∥
1
= |2x− 3y|+ |4x+ 7y|

≤ 6|x|+ 10|y| ≤ 10 (|x|+ |y|) = 10
∥∥∥(x

y

)∥∥∥
=⇒ ‖ϕ‖ ≤ 10。第一个“≤”是 |2x− 3y| ≤ 2|x|+ 3|y|，|4x+ 7y| ≤ 4|x|+ 7|y| 相加；第二

个“≤”是 6|x|+10|y| ≤ 10|x|+10|y|，等号当且仅当 x = 0，所以上界 10 只可能在 x = 0

处达到。

另一方面，取

(
x

y

)
=

(
0

1

)
，
∥∥∥(01)∥∥∥

1
= 1，得

∥∥∥ϕ(0
1

)∥∥∥ =
∥∥∥(−3

7

)∥∥∥ = 10 =⇒ ‖ϕ‖ ≥
∥∥ϕ(0

1

)∥∥∥∥(0
1

)∥∥ = 10.

所以 ‖ϕ‖ = 10（即最大列和：各列绝对值之和为 2 + 4 = 6、3 + 7 = 10）。

②赋以 (R2, ‖ · ‖∞)，‖ϕ‖ = 11。

每个分量估计：

|2x− 3y| ≤ 2|x|+ 3|y| ≤ 5‖x‖∞, |4x+ 7y| ≤ 4|x|+ 7|y| ≤ 11‖x‖∞,

— 76 / 91 —



第二章 赋范空间和连续线性映射 泛函分析讲义

=⇒ ‖ϕx‖∞ ≤ 11‖x‖∞ =⇒ ‖ϕ‖∞ ≤ 11。当 x =

(
1

1

)
时，ϕ(1, 1) = (2−3, 4+7) = (−1, 11)，

‖ϕx‖∞ = 11 = 11‖x‖∞，=⇒ ‖ϕ‖∞ = 11（即最大行和：各行绝对值之和为 2 + 3 = 5、

4 + 7 = 11）。

一般情形：矩阵的算子范数

命题：设 A = (aij)n×n，把它看作 (Kn, ‖·‖1)→ (Kn, ‖·‖1) 与 (Kn, ‖·‖∞)→ (Kn, ‖·‖∞)

的算子，则分别有

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| (最大列和；第j 列绝对值之和),

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| (最大行和；第i 行绝对值之和).

证明（最大列和 ‖A‖1）：记 Cj =
∑n

i=1 |aij|（第 j 列绝对值之和），C = maxj Cj。则

‖Ax‖1 =
n∑

i=1

∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣ ≤ n∑
i=1

n∑
j=1

|aijxj|

=
n∑

j=1

|xj|
( n∑

i=1

|aij|
)
=

n∑
j=1

|xj|Cj ≤ C
n∑

j=1

|xj| = C‖x‖1,

⇒ ‖A‖1 ≤ C。反之，取 j∗ s.t. Cj∗ = C。令 x = ej∗ = (0, . . . , 0, 1
j∗
, 0, . . . , 0)T（第 j∗ 位

为 1），则 Aej∗ 就是 A 的第 j∗ 列，‖Aej∗‖1 = Cj∗ = C = C‖ej∗‖1。所以 ‖A‖1 = C。

证明（最大行和 ‖A‖∞）：记 ri =
∑n

j=1 |aij|（第 i 行绝对值之和），r = maxi ri（i = i∗

时 ri∗ = r）。∀x ∈ Kn，

|(Ax)i| =
∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣ ≤ n∑
j=1

|aij||xj| ≤
( n∑

j=1

|aij|
)
‖x‖∞ = ri‖x‖∞ ≤ r‖x‖∞,

所以 ‖A‖∞ ≤ r。r = 0 时 A = 0，结论平凡；否则令

xj =


ai∗j
|ai∗j|

, ai∗j 6= 0,

0, ai∗j = 0

(K = R 时即 sgn ai∗j),

则 ai∗jxj = |ai∗j|，某个 ai∗j 6= 0 故 ‖x‖∞ = 1，(Ax)i∗ =
∑

j |ai∗j| = r，于是 ‖Ax‖∞ ≥
|(Ax)i∗ | = r = r‖x‖∞，再结合 ≤ 得 ‖Ax‖∞ = r‖x‖∞，‖A‖∞ = r。#

对照例 1：A =

(
2 −3
4 7

)
，最大列和 max{6, 10} = 10，最大行和 max{5, 11} = 11，与

①②相符；取到最大值的向量分别是 e2 = (0, 1)T 与第二行 (4, 7) 的符号向量 x = (1, 1)T。
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欧氏范数：‖A‖2 =
√

λmax(A∗A)（A∗ 指 ĀT）。

证明：A∗A 是 Hermite 半正定矩阵，有标准正交特征基 v1, . . . , vn，特征值 λk ≥ 0。

设 x =
∑

k ckvk，则 ‖Ax‖22 = 〈Ax,Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉 =
∑

k λk|ck|2 ≤ λmax
∑

k |ck|2 =

λmax‖x‖22，取 x 为最大特征值对应的 vk 时等号成立。所以 ‖A‖2 =
√

λmax(A∗A)。

例：Volterra 算子

Volterra 算子：E = L1(a, b)，

(Vf)(x) =
∫ x

a

f(t) dt, V : L1(a, b)→ L1(a, b).

‖Vf‖1 =
∫ b

a

|Vf(x)| dx =

∫ b

a

∣∣∣ ∫ x

a

f(t) dt
∣∣∣ dx ≤ ∫ b

a

(∫ x

a

|f(t)| dt
)
dx

≤
∫ b

a

‖f‖1 dx = (b− a)‖f‖1,

⇒ ‖V‖ ≤ b− a。（第一个“≤”在 f ≥ 0 时取等；第二个“≤”无法取到。）

取 fn(x) = n · 1[a,a+ 1
n
](x)⇒ ‖fn‖1 = 1，

(Vfn)(x) =

n(x− a), a < x < a+ 1
n
,

1, x ≥ a+ 1
n
,

⇒ ‖Vfn‖1 = (b− a)− 1

2n
，
‖Vfn‖1
‖fn‖1

→ b− a (n→∞) ⇒ ‖V‖ = b− a。

具体地，
∫ a+1/n

a
n(x − a) dx =

n

2
· 1

n2
=

1

2n
，
∫ b

a+1/n
1 dx = (b − a) − 1

n
，相加为

(b− a)− 1

2n
（要求 n >

1

b− a
）。

上确界取不到：‖V‖ = b − a，但对任何 f 6= 0 都有 ‖Vf‖1 < (b − a)‖f‖1。因为

x 7→
∫ x

a
|f | 连续、≤ ‖f‖1，且在 x 靠近 a 时趋于 0 < ‖f‖1，所以在一个正测度集上严

格小于 ‖f‖1，第二个“≤”的积分是严格不等号。这说明在无穷维空间中，‖u‖ = sup 不

一定能取到，对照前面有限维时 max 总能取到。

2.7 空间 B(E,F ) 与对偶空间 E∗

B(E,F ) 是赋范空间

命题：B(E,F ) 是 L(E,F ) 的子空间，算子范数是 B(E,F ) 上的范数。

证明：∀ u, v ∈ B(E,F )，λ ∈ K，u+ λv ∈ B(E,F )。事实上，

‖(u+ λv)(x)‖ ≤ ‖u(x)‖+ |λ|‖v(x)‖ ≤
(
‖u‖+ |λ|‖v‖

)
‖x‖,
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所以 u+ λv 有界，且 ‖u+ λv‖ ≤ ‖u‖+ |λ|‖v‖；零映射有界，故 B(E,F ) 是 L(E,F ) 的

子空间。范数三条公理（三角不等式、齐次性、正定性）的验证见上一节对算子范数的

讨论。

B(E,F ) 的完备性

定理：设 E 是赋范空间，F 是 Banach 空间，则 (B(E,F ), ‖ · ‖) 是 Banach 空间。

证明：设 {un} 是 B(E,F ) 中的 Cauchy 列，即 ∀ε > 0，∃N ∈ N+，当 m,n > N

时，‖un − um‖ < ε。

Step 1：逐点收敛。∀x ∈ E，

‖um(x)− un(x)‖F = ‖(um − un)(x)‖F
≤ ‖um − un‖B(E,F )‖x‖E → 0 (m,n→∞),

具体地，任给 ε′ > 0，取 ε = ε′/(‖x‖+1) 对应的 N，则 m,n > N 时 ‖um(x)−un(x)‖ <
ε‖x‖ < ε′。所以 {un(x)} 是 F 中的 Cauchy 列，由 F 完备，令 u(x) = limn→∞ un(x)，

这就定义了 u : E → F。

Step 2：u 线性。∀x, y ∈ E，λ ∈ K，

u(λx+ y) = lim
n→∞

un(λx+ y) = lim
n→∞

(
λun(x) + un(y)

)
= λu(x) + u(y).

Step 3：u 有界。Cauchy 列有界：取 ε = 1 得对应的 N，则 n > N 时 ‖un‖ ≤
‖un − uN+1‖ + ‖uN+1‖ < 1 + ‖uN+1‖。令 M = max{‖u1‖, . . . , ‖uN‖, 1 + ‖uN+1‖}（若

M = 0 就换成任意正数），则 ‖un‖ ≤M，∀n。于是

‖un(x)‖ ≤ ‖un‖‖x‖ ≤M‖x‖,

令 n→∞，由范数的连续性（un(x)→ u(x) 蕴含 ‖un(x)‖ → ‖u(x)‖）得 ‖u(x)‖ ≤M‖x‖，
故 ‖u‖ ≤M，即 u ∈ B(E,F )。

Step 4：‖un − u‖ → 0。由 Step 3，un − u ∈ B(E,F )，其范数有意义。∀ε > 0，取

N 使 m,n > N 时 ‖um − un‖ < ε，则对 x ∈ E，

‖um(x)− un(x)‖ ≤ ε‖x‖.

固定 n, x，令 m→∞（同样用范数连续：‖um(x)− un(x)‖ → ‖u(x)− un(x)‖），得

‖u(x)− un(x)‖ ≤ ε‖x‖ (∀n > N, x ∈ E).

故 ∀x 6= 0，
‖un(x)− u(x)‖

‖x‖
≤ ε，

‖un − u‖ = sup
x̸=0

‖un(x)− u(x)‖
‖x‖

≤ ε, ∀n > N.
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注意这里的 N 与 x 无关，这正是从“逐点收敛”升级为“依算子范数收敛”的关键。从而

‖un − u‖ → 0。#
推论：

(1) dimF <∞ 时，B(E,F ) 是 Banach 空间。特别地，E∗ = B(E,K) 是 Banach 空间。

(2) 若 E 是 Banach 空间，则 B(E) 是 Banach 空间。

(3) dimE <∞ 时，L(E,F ) = B(E,F )。

对 (1)：有限维赋范空间都是 Banach 空间，再用定理；K 完备，所以 E∗ 完备，而

且不要求 E 完备。(2) 取 F = E 即可。(3) 即“有限维定义域上的线性映射自动连续”，

前面已证。

复合算子

定理（复合算子）：设 E,F,G 是赋范空间，u ∈ B(E,F )，v ∈ B(F,G)，则 v ◦ u ∈
B(E,G)，且 ‖v ◦ u‖ ≤ ‖v‖ ‖u‖。

证明：

‖v ◦ u(x)‖ ≤ ‖v‖ ‖u(x)‖ ≤ ‖v‖ ‖u‖ ‖x‖. □

注：复合关于算子范数是 Lipschitz 的。固定 v，u 7→ v ◦ u 是 ‖v‖-Lipschitz 的；固

定 u，v 7→ v ◦ u 是 ‖u‖-Lipschitz 的：

‖v ◦ u1 − v ◦ u2‖ = ‖v ◦ (u1 − u2)‖ ≤ ‖v‖ ‖u1 − u2‖,

‖v1 ◦ u− v2 ◦ u‖ = ‖(v1 − v2) ◦ u‖ ≤ ‖v1 − v2‖ ‖u‖.

第一行的等号用 v 的线性；第二行的等号是因为 (v1◦u−v2◦u)(x) = v1(u(x))−v2(u(x)) =
((v1 − v2) ◦ u)(x)。

由此，复合运算 (u, v) 7→ v ◦ u 关于算子范数是连续的：若 un → u in B(E,F )，

vn → v in B(F,G)，则

‖vnun − vu‖ = ‖vn(un − u) + (vn − v)u‖ ≤ ‖vn‖︸︷︷︸
有界

· ‖un − u‖︸ ︷︷ ︸
→0

+‖vn − v‖ · ‖u‖ → 0.

这里 ‖vn‖ ≤ ‖v‖+ ‖vn − v‖ 且 ‖vn − v‖ → 0，所以 {‖vn‖} 有界；等号是加减 vnu，不

等号用三角不等式与复合定理。

推论：u ∈ B(E) 时，uk = u ◦ u ◦ · · · ◦ u ∈ B(E)，且 ‖uk‖ ≤ ‖u‖k。
证明：对 k 归纳：uk+1 = u ◦ uk，由复合定理 ‖uk+1‖ ≤ ‖u‖‖uk‖ ≤ ‖u‖k+1。□
注：不等号可以严格。对 L1(a, b) 上的 Volterra 算子 V，‖Vn‖ ≤ (b− a)n

n!
，而

‖V‖n = (b− a)n。
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这是因为，先用归纳法证明

(Vnf)(x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t) dt (n ≥ 1).

n = 1 就是定义。若对 n 成立，则 (Vn+1f)(x) =
∫ x

a

( ∫ s

a
(s−t)n−1

(n−1)!
f(t) dt

)
ds，交换积分次

序（Fubini，被积函数可积）得
∫ x

a
f(t)

( ∫ x

t
(s−t)n−1

(n−1)!
ds
)
dt =

∫ x

a
(x−t)n

n!
f(t) dt，归纳完成。

于是

‖Vnf‖1 ≤
∫ b

a

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
|f(t)| dt dx

=

∫ b

a

|f(t)|
(∫ b

t

(x− t)n−1

(n− 1)!
dx
)
dt

=

∫ b

a

|f(t)|(b− t)n

n!
dt ≤ (b− a)n

n!
‖f‖1,

所以 ‖Vn‖ ≤ (b− a)n

n!
。而 ‖V‖n = (b−a)n（上一节例），n ≥ 2 时 n! > 1，

(b− a)n

n!
< (b−a)n

（b > a），所以 ‖Vn‖ < ‖V‖n。

线性泛函的核

定义：ϕ ∈ L(E,F )，

Kerϕ = ϕ−1(0F ) = {x ∈ E : ϕ(x) = 0},

它是 E 的子空间。

命题（线性泛函连续 ⇐⇒ 核闭）：设 ϕ ∈ L(E,K)，则 ϕ 连续 ⇐⇒ Kerϕ 在 E

中闭。

证明：(⇒) {0} 是 K 的闭集，Kerϕ = ϕ−1({0}) 是闭集 {0} 在连续映射 ϕ 下的原

像，故闭。

(⇐) 已知 Kerϕ 闭，反设 ϕ 不连续（无界）。无界意味着不存在 C 使 |ϕ(x)| ≤ C‖x‖
对一切 x 成立，所以对每个 n 存在 x′

n 使 |ϕ(x′
n)| > n‖x′

n‖，此时 x′
n 6= 0，令 xn = x′

n/‖x′
n‖，

则 ‖xn‖ = 1，|ϕ(xn)| > n；特别 ϕ(xn) 6= 0。又因为 ϕ 无界，所以 ϕ 6= 0，取 z ∈ E 使

ϕ(z) = 1，令 yn = z − xn

ϕ(xn)
。则 ϕ(yn) = ϕ(z)− ϕ(xn)

ϕ(xn)
= 1− 1 = 0⇒ yn ∈ Kerϕ。

∥∥∥ xn

ϕ(xn)

∥∥∥ =
1

|ϕ(xn)|
≤ 1

n
→ 0,

故 yn → z。Kerϕ 闭，所以 z ∈ Kerϕ，但 ϕ(z) = 1 6= 0，矛盾。#
注：
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(1) 对于一般的线性算子，核闭 6⇒ 连续。如 c00（取 ‖ · ‖∞）上的 u : (xn) 7→ (nxn)，

Keru = {x : nxn = 0 ∀n} = {0} 是闭集，但 u(ek) = kek，‖u(ek)‖/‖ek‖ = k，所以

u 无界。因此上面的命题只对线性泛函（值域一维）成立。

(2) 不连续的线性泛函的核是稠密的真子空间（Kerϕ 不闭，Kerϕ = E）。

证明：ϕ 不连续，所以 ϕ 6= 0，取 ϕ(z) = 1。任意 x = (x− ϕ(x)z) + ϕ(x)z，前一

项在 Kerϕ 中，所以 E = Kerϕ+Kz，Kerϕ 是真子空间（z /∈ Kerϕ）且余维数为

1。闭包 Kerϕ 是包含它的子空间，而包含 Kerϕ 的子空间只有 Kerϕ 与 E（任何

多出来的向量都与 Kerϕ 张成 E）。Kerϕ 不闭，所以闭包 6= Kerϕ，只能是 E。

(3) 连续线性泛函 ϕ 6= 0 的核是闭超平面，且

|ϕ(x)| = ‖ϕ‖ · d(x,Kerϕ).

证明：核是闭集由上面的命题。“≤”：对任意 y ∈ Kerϕ，|ϕ(x)| = |ϕ(x − y)| ≤
‖ϕ‖‖x − y‖，对 y 取下确界得 |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖d(x,Kerϕ)。“≥”：任给 ε ∈ (0, 1)，取

‖w‖ = 1 使 |ϕ(w)| ≥ (1 − ε)‖ϕ‖ > 0。则 x − ϕ(x)

ϕ(w)
w ∈ Kerϕ，所以 d(x,Kerϕ) ≤∥∥∥ϕ(x)

ϕ(w)
w
∥∥∥ =

|ϕ(x)|
|ϕ(w)|

≤ |ϕ(x)|
(1− ε)‖ϕ‖

，令 ε→ 0 得 ‖ϕ‖d(x,Kerϕ) ≤ |ϕ(x)|。

延拓定理

定理（延拓定理）：设 E 是赋范空间，G ⊂ E 是稠密子空间，F 是 Banach 空间。

则任意 u ∈ B(G,F ) 可以唯一地延拓为 ũ ∈ B(E,F )，且 ‖ũ‖ = ‖u‖。
证明：定义 ũ。∀x ∈ E，由稠密性，取 {xn} ⊂ G，xn → x，则 {xn} 是 Cauchy 列，

且

‖u(xm)− u(xn)‖ = ‖u(xm − xn)‖ ≤ ‖u‖ ‖xm − xn‖ → 0.

故 {u(xn)} 是 F 中的 Cauchy 列。这里需要 F 完备，才能保证它收敛：令 ũ(x) :=

limn→∞ u(xn)。若 G 中另一列 x̃n → x，则

‖u(xn)− u(x̃n)‖ ≤ ‖u‖ ‖xn − x̃n‖︸ ︷︷ ︸
→0

→ 0,

所以 {u(xn)} 与 {u(x̃n)} 极限相同，ũ 是良定义的。对 x ∈ G 取常数列 xn = x，得

ũ(x) = u(x)，即 ũ 在 G 上与 u 相同。

ũ 线性。设 x, y ∈ E，λ ∈ K，取 G 中 xn → x，yn → y，则 λxn + yn ∈ G，

λxn + yn → λx+ y，于是

ũ(λx+ y) = lim
n→∞

u(λxn + yn) = lim
n→∞

(
λu(xn) + u(yn)

)
= λũ(x) + ũ(y).

ũ 有界且 ‖ũ‖ = ‖u‖。设 x ∈ E，取 G 中 xn → x，由范数的连续性，

‖ũ(x)‖ =
∥∥∥ lim

n→∞
u(xn)

∥∥∥ = lim
n→∞

‖u(xn)‖ ≤ lim
n→∞

‖u‖ ‖xn‖ = ‖u‖ ‖x‖,
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所以 ũ ∈ B(E,F ) 且 ‖ũ‖ ≤ ‖u‖。另一方面，ũ 在 G 上与 u 相同，所以

‖ũ‖ ≥ sup
x∈G, x ̸=0

‖ũ(x)‖
‖x‖

= sup
x∈G, x ̸=0

‖u(x)‖
‖x‖

= ‖u‖,

故 ‖ũ‖ = ‖u‖。
唯一性。若 û ∈ B(E,F ) 也在 G 上与 u 相同，则对 x ∈ E 取 G 中 xn → x，由 û

连续，û(x) = lim û(xn) = limu(xn) = ũ(x)，所以 û = ũ （两个连续映射在稠密集上相

同则处处相同）。#

2.8 延拓定理的应用；同构与 Neumann 级数

延拓定理的回顾与应用

回顾（延拓定理）：设 E 是赋范空间，G ⊂ E 是稠密子空间，F 是 Banach 空间，

则任意 u ∈ B(G,F ) 可以唯一地延拓为 ũ ∈ B(E,F )（即 ũ|G = u），且 ‖ũ‖ = ‖u‖。
证明：存在性与范数不变的构造同上一节：对 x ∈ E，取 G 中的 xn → x，则

‖u(xn)− u(xm)‖ ≤ ‖u‖ ‖xn − xm‖ → 0，{u(xn)} 是 F 中的 Cauchy 列，由 F 完备，令

ũ(x) = limu(xn)；这个极限与所取的列无关，ũ 线性、有界，且 ‖ũ‖ = ‖u‖（细节见下

面注①与上一节）。

唯一性：设 ũ, ũ′ 是 u 的两个连续延拓，它们在稠密集 G 上相等。由连续性，它们

处处相等：

{x ∈ E : ũ(x) = ũ′(x)} = Ker(ũ− ũ′)

是闭集（连续映射 ũ− ũ′ 下闭集 {0} 的原像），并且包含 G。而包含稠密集 G 的闭集必

包含 G = E，故它等于 E，即 ũ = ũ′。#
直观：u 只在 E 的一个稠密子空间 G 上已知。G 里的点可以任意逼近 E 中的点，

而有界线性算子对逼近“不敏感”（‖u(a) − u(b)‖ ≤ ‖u‖‖a − b‖），所以 u 在 G 上的值已

经把它在 E 上的值完全决定了：对 x ∈ E，取 G 中的 xn → x，则 u(xn) 必须收敛，且

极限只能是 ũ(x)。F 完备保证这个极限存在，稠密性保证每个 x 都能这样逼近。下面

三条是这个定理最常见的三种用法。

注（延拓定理的用法）：

①它是“一致连续映射的延拓”的线性版本

非线性的版本：设 X 是度量空间，D ⊂ X 稠密，Y 是完备度量空间，f : D → Y

一致连续，则 f 可以唯一地延拓为连续映射 f̃ : X → Y。

证明的思路与上面完全一样：对 x ∈ X，取 D 中的 xn → x，则 {xn}是 Cauchy 列，

由 f 的一致连续性，{f(xn)} 是 Y 中的 Cauchy 列（∀ε > 0，∃δ > 0 使 d(a, b) < δ ⇒
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d(f(a), f(b)) < ε；当 m,n 充分大时 d(xn, xm) < δ），所以收敛，令 f̃(x) = lim f(xn)。若

D 中另一列 x′
n → x，则 d(xn, x

′
n) → 0，同样由一致连续得 d(f(xn), f(x

′
n)) → 0，所以

极限与所取的列无关。

这里“一致连续”不能换成“连续”。例如 X = [0, 1]，D = (0, 1] 在 X 中稠密，f(x) =
1

x
在 D 上连续（Y = R 完备），但无法连续地延拓到 x = 0：f(x)→ +∞。

线性的版本：有界线性算子 u 满足 ‖u(a)−u(b)‖ ≤ ‖u‖‖a− b‖，是 Lipschitz 的，当

然一致连续，所以由上面的版本，u 有唯一的连续延拓 ũ。延拓定理比它多出两条结论：

• ũ 线性：设 xn → x，yn → y（都在 G 中），则 λxn + yn ∈ G 且 λxn + yn → λx+ y，

于是 ũ(λx+ y) = limu(λxn + yn) = lim
(
λu(xn) + u(yn)

)
= λũ(x) + ũ(y)；

• 范数不变：‖ũ(x)‖ = lim ‖u(xn)‖ ≤ ‖u‖ lim ‖xn‖ = ‖u‖‖x‖，所以 ‖ũ‖ ≤ ‖u‖；反过

来 ũ 在 G 上等于 u，所以 ‖ũ‖ ≥ ‖u‖。

定理中的三个条件缺一不可：

• G 稠密：否则延拓不唯一。例如 E = R2，G = {(x, 0)}，u(x, 0) = x，则对任意

c ∈ R，ũc(x, y) = x+ cy 都是 u 的连续线性延拓。

• F 完备：否则延拓可能不存在。例如 E = (c0, ‖ · ‖∞)，G = c00（在 E 中稠密），

F = (c00, ‖·‖∞)（不完备），u = Id : G→ F 是有界线性算子（‖u‖ = 1）。若有连续延

拓 ũ : c0 → c00，对 x ∈ c0\c00 取 xn ∈ c00，xn → x，则 ũ(x) = limu(xn) = limxn = x，

但 x /∈ c00，矛盾。

• u有界：否则延拓可能不存在。例如 E = (c0, ‖·‖∞)，G = c00，F = K，u(x) =
∑
n

nxn

（G 中的 x 只有有限项非零，和有意义）是线性的，但 u(ek) = k，‖ek‖∞ = 1，u 无界。

若有连续延拓 ũ，则 |ũ(ek)| ≤ ‖ũ‖ ‖ek‖ = ‖ũ‖ 对一切 k 成立，与 ũ(ek) = u(ek) = k

矛盾。

②“先在好函数上定义，再用稠密性延拓”

“好函数”（连续函数、有限和、紧支集函数、L1 ∩ L2 中的函数等）上的算子常常容

易定义、容易估计，但我们真正想要的是定义在整个（完备的）空间上的算子。通用的

做法分四步：

(i) 找 E 的一个稠密子空间 G，使得在 G 上可以直接写出算子 u 的定义；

(ii) 验证 u 在 G 上线性，且值落在 Banach 空间 F 中；

(iii) 证明先验估计 ‖u(x)‖F ≤ C‖x‖E，∀x ∈ G——注意这里的范数 ‖ · ‖E 必须是使 G

稠密的那个范数；

(iv) 由延拓定理，u 唯一地延拓为 ũ ∈ B(E,F )，且 ‖ũ‖ ≤ C。
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例 1（积分）：E = L1(0, 1)，G = C[0, 1]（在 L1(0, 1) 中稠密），F = K，u(f) =∫ 1

0

f(x) dx。线性是显然的，且

|u(f)| =
∣∣∣ ∫ 1

0

f dx
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f | dx = ‖f‖1,

所以 u ∈ B(G,K)，‖u‖ ≤ 1；取 f ≡ 1 得 ‖u‖ = 1。延拓定理给出 L1(0, 1) 上唯一的连

续线性泛函 ũ，‖ũ‖ = 1，对 f ∈ L1 它就是 lim
∫ 1

0
fn dx（fn ∈ C[0, 1]，fn → f 于 L1），

即 f 的积分。

例 2（Fourier 变换）：对 f ∈ L1(R)，定义

(Ff)(ξ) = 1√
2π

∫
R
f(x) e−ixξ dx.

但对 f ∈ L2(R)，这个积分未必有意义，因为 f 未必可积，如 f(x) =
1

1 + |x|
∈ L2 \ L1。

于是取 G = L1 ∩ L2，E = F = L2(R)：

• G 在 L2 中稠密：对 f ∈ L2，fn = f · 1[−n,n] ∈ L1 ∩ L2（由 Cauchy–Schwarz，∫ n

−n
|f | ≤

√
2n ‖f‖2），且 fn → f 于 L2（控制收敛定理）；

• 对 f ∈ L1 ∩ L2，Plancherel 等式 ‖Ff‖2 = ‖f‖2 成立，所以 F 在 G 上是 L2 范数

下的有界线性算子（等距）。

由延拓定理，F 可以唯一地延拓为 L2(R) → L2(R) 的有界线性算子，仍记为 F，且

‖F‖ = 1、‖Ff‖2 = ‖f‖2。具体地，Ff = limn→∞F(f · 1[−n,n])（极限在 L2 中取）。

③赋范空间的完备化

定义：设 E 是赋范空间。若 Ê 是 Banach 空间，J : E → Ê 是线性等距嵌入

（‖J(x)‖ = ‖x‖），且 J(E) 在 Ê 中稠密，则称 (Ê, J) 是 E 的完备化。通常把 E 与 J(E)

等同，说“E 在 Ê 中稠密”。

存在性（构造）：设 C 是 E 中全体 Cauchy 列构成的向量空间（按项加法、数乘），

N ⊂ C 是全体收敛到 0 的序列构成的子空间，令 Ê = C/N，范数
∥∥[{xn}]

∥∥ := lim
n→∞

‖xn‖。
这个极限存在（

∣∣‖xn‖−‖xm‖
∣∣ ≤ ‖xn−xm‖，所以 {‖xn‖}是 R 中的 Cauchy 列），并且与

代表元的选取无关（改变 {xn}一个零序列，‖xn‖的极限不变）。J(x) = [{x, x, x, . . . }] 显
然是线性等距；J(E) 稠密，因为对 [{xn}] ∈ Ê 有 ‖[{xn}]−J(xk)‖ = limn ‖xn−xk‖ → 0

（k →∞，由 Cauchy 性）；完备性则由稠密性加上一个对角线论证得到。这正是用 Q 的

Cauchy 列构造 R 的做法。

唯一性（用延拓定理）：设 (Ê1, J1)，(Ê2, J2) 是 E 的两个完备化。线性映射 J2 ◦J−1
1 :

J1(E)→ Ê2 是等距的（特别地有界，范数 1），定义域 J1(E) 在 Ê1 中稠密，Ê2 是 Banach
空间，所以由延拓定理，它延拓为 T1 ∈ B(Ê1, Ê2)，‖T1‖ = 1；并且 T1 仍是等距：对

x ∈ Ê1 取 J1(E) 中的 xn → x，‖T1x‖ = lim ‖T1xn‖ = lim ‖xn‖ = ‖x‖。同理有等距的
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T2 : Ê2 → Ê1。T2T1 在稠密集 J1(E) 上是恒等映射，由延拓的唯一性，T2T1 = IdÊ1
；同

理 T1T2 = IdÊ2
。所以 T1 是等距同构，完备化在等距同构意义下唯一，因此可以说“the”

完备化。

泛性质：设 F 是 Banach 空间，u ∈ B(E,F )。则 u ◦ J−1 : J(E) → F 是有界线性

算子，定义域稠密于 Ê，由延拓定理，u 唯一地延拓为 û ∈ B(Ê, F )（û ◦ J = u），且

‖û‖ = ‖u‖。也就是说：从 E 出发的有界算子，到 Banach 空间里时，都可以无损地搬

到 E 的完备化上。

例：

• Q（带绝对值）的完备化是 R。

• (C[0, 1], ‖ · ‖p)（1 ≤ p < ∞）的完备化是 Lp(0, 1)：(C[0, 1], ‖ · ‖p) 不完备（前面已

证），Lp(0, 1) 是 Banach 空间（Riesz–Fischer），包含映射 C[0, 1] ↪→ Lp(0, 1) 是线性

等距，并且 C[0, 1] 在 Lp(0, 1) 中稠密（1 ≤ p <∞），所以 (Lp(0, 1), 包含映射) 满

足完备化的定义。由唯一性，它就是 (C[0, 1], ‖ · ‖p) 的完备化。这也解释了为什么

Lp 的元素是“函数的等价类”，而不是真正的函数：它们是 C[0, 1] 中 ‖ · ‖p-Cauchy
列的“极限”。

• p = ∞ 时 (C[0, 1], ‖ · ‖∞) 本身就完备，完备化是它自己，所以上面的结论要求

p <∞。

同构

定义（同构）：设 E,F 是赋范空间。若 u ∈ B(E,F ) 是双射且 u−1 ∈ B(F,E)，称 u

是 E 到 F 的（拓扑）同构；若还有 ‖u(x)‖ = ‖x‖，称为等距同构。存在同构时称 E 与

F 同构，记 E ∼= F。

注：

(1) u 是同构 ⇐⇒ u 是线性满射，且 ∃ c, C > 0 s.t.

c‖x‖ ≤ ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖, ∀x ∈ E.

证明：(⇒) 设 u 是同构（E 6= {0}）。u 是线性满射；取 C = ‖u‖，则 ‖u(x)‖ ≤ C‖x‖。
又

‖x‖ = ‖u−1(u(x))‖ ≤ ‖u−1‖ ‖u(x)‖,

取 c =
1

‖u−1‖
，得 c‖x‖ ≤ ‖u(x)‖（u−1 6= 0 因为 E 6= {0}）。

(⇐) 左边不等式给出 u 是单射（u(x) = 0 ⇒ ‖x‖ = 0），所以 u 是线性双射，从

而 u−1 也线性；右边不等式给出 u ∈ B(E,F )。对 y ∈ F，令 x = u−1(y)，则

c‖u−1(y)‖ ≤ ‖u(u−1(y))‖ = ‖y‖，即 ‖u−1(y)‖ ≤ 1

c
‖y‖，所以 u−1 ∈ B(F,E)，并且

‖u−1‖ ≤ 1

c
。□
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(2) 同构保持完备性、可分性、紧性、闭子空间；同维数的有限维赋范空间都同构。

证明：设 u : E → F 是同构。由 (1) 或定理，u, u−1 都是 Lipschitz 的，特别地 u 是

同胚，而紧性、可分性是拓扑性质，被同胚保持。完备性：设 E 完备，{yn} 是 F

中的 Cauchy 列，则 ‖u−1(yn)− u−1(ym)‖ ≤ ‖u−1‖ ‖yn− ym‖，所以 xn = u−1(yn) 是

E 中的 Cauchy 列，xn → x，于是 yn = u(xn)→ u(x)，F 完备；F 完备推出 E 完

备同理（对 u−1 用同样的论证）。闭子空间：线性映射把子空间映成子空间，同胚

把闭集映成闭集，所以 E 的闭子空间 M 的像 u(M) 是 F 的闭子空间。最后，设

dimE = dimF = m < ∞，取基 {ei}、{fi}，线性映射 u(ei) = fi 是线性双射；由

有限维定义域上的线性映射自动连续，u ∈ B(E,F )，u−1 的定义域 F 也是有限维，

所以 u−1 ∈ B(F,E)，u 是同构。□

(3) Banach 逆算子定理（后述）：Banach 空间之间的连续线性双射自动是同构（u−1

的连续性可得）。

(4) E = F 时，约定 u0 = IdE，un+1 = u ◦ un。

Neumann 级数与可逆算子

定理（Neumann 级数）：设 E 是 Banach 空间，u ∈ B(E)，‖u‖ < 1。则 Id− u 在

B(E) 中可逆，且

(Id− u)−1 =
∞∑
n=0

un, ‖(Id− u)−1‖ ≤ 1

1− ‖u‖
.

即 (Id− u)−1 ∈ B(E)，故 Id− u 是一个同构映射。

证明：第一步：级数收敛。由 ‖un‖ ≤ ‖u‖n，

∞∑
n=0

‖un‖ ≤
∞∑
n=0

‖u‖n =
1

1− ‖u‖
<∞,

所以级数
∑∞

n=0 u
n 在 B(E) 中绝对收敛。E 完备 ⇒ B(E) 完备，因此

∑∞
n=0 u

n 在 B(E)

中收敛。记 v =
∑∞

n=0 u
n，则

‖v‖ ≤
∞∑
n=0

‖un‖ ≤ 1

1− ‖u‖

（部分和满足 ‖vN‖ ≤
∑N

n=0 ‖un‖，令 N →∞，用范数的连续性）。

第二步：v 是 Id− u 的逆。对部分和 vN =
∑N

n=0 u
n，直接展开计算得

(Id− u)vN =
N∑

n=0

un −
N∑

n=0

un+1 = Id− uN+1,
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同样 vN(Id−u) = Id−uN+1。由复合关于算子范数连续（w 7→ (Id−u)◦w 与 w 7→ w◦(Id−u)
都是 Lipschitz 的），两端令 N →∞：左边 vN → v，右边因 ‖uN+1‖ ≤ ‖u‖N+1 → 0 而

趋于 Id，得

(Id− u)v = Id = v(Id− u).

所以 Id− u 可逆，且 (Id− u)−1 = v，故

‖(Id− u)−1‖ = ‖v‖ ≤ 1

1− ‖u‖
. #

注：

(1) 误差计算：用部分和
∑N

n=0 u
n 逼近 (Id− u)−1，

∥∥∥(Id− u)−1 −
N∑

n=0

un
∥∥∥ =

∥∥∥ ∞∑
n=N+1

un
∥∥∥ ≤ ∞∑

n=N+1

‖u‖n =
‖u‖N+1

1− ‖u‖
.

(2) 可逆元构成 B(E)的开集：若 w 可逆，则 ∃ r > 0 s.t. B(w, r) ⊂ {可逆算子} = GL(E)。

证明：对 w̃ ∈ B(E)，

w̃ = w − (w − w̃) = w
[
Id− w−1(w − w̃)

]
.

当 ‖w−1(w− w̃)‖ < 1 时，由 Neumann 级数定理，Id−w−1(w− w̃) 可逆，而 w 可

逆，两个可逆元的乘积可逆（逆为
[
Id− w−1(w − w̃)

]−1
w−1 ∈ B(E)），故 w̃ 可逆。

取 r =
1

‖w−1‖
，则当 ‖w − w̃‖ < r 时，

‖w−1(w − w̃)‖ ≤ ‖w−1‖ · ‖w − w̃‖ < 1,

所以 B(w, r) ⊂ GL(E)。□

(3) 对 |λ| > ‖u‖，有 ‖u/λ‖ < 1，由 Neumann 级数定理 Id− u

λ
可逆，所以 λ · Id− u =

λ
(

Id− u

λ

)
可逆，且

(λ · Id− u)−1 =
1

λ

∞∑
n=0

(u
λ

)n
=

∞∑
n=0

λ−n−1un.

结论：u 的谱（使 λ · Id− u 不可逆的 λ 的全体）含于闭圆盘 {|λ| ≤ ‖u‖}。
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第三章

Hilbert 空间

3.1 内积空间

回顾：Rn 上的标准内积

设 x = (x1, . . . , xn)，y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn。标准内积

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi

确定了 Rn 中向量的：

• 长度：‖x‖ :=
√
〈x, x〉 =

√
n∑

i=1

x2
i；

• 角度：cos θ =
〈x, y〉
‖x‖ · ‖y‖

∈ [−1, 1]；

• 垂直：〈x, y〉 = 0 ⇐⇒ x ⊥ y。

有了垂直，就有了投影：把 x 沿垂直于子空间的方向落到一维子空间上，得到的就

是 x 在该子空间上的投影。

x1

x2

一维子空间

x

投影
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Q：如果从有限维 (Rn) 推广到无穷维，会怎样？这一章就来回答这个问题：把内积

的几条基本性质抽象成公理，在一般的向量空间上定义内积，从而在无穷维空间里也能

谈长度、夹角、垂直与投影。

内积空间的定义

定义（内积）：设 H 是 K 上的向量空间（K = R 或 C），映射 ϕ : H ×H → K 称

为 H 上的内积，若

(1) 对第一个分量线性： ϕ(λx1 + x2, y) = λϕ(x1, y) + ϕ(x2, y)，∀x1, x2, y ∈ H，λ ∈ K；

(2) 共轭对称：ϕ(x, y) = ϕ(y, x)，∀x, y ∈ H；

(3) 正定：ϕ(x, x) ≥ 0，且 ϕ(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0。

此时称 (H,ϕ) 为内积空间。通常把内积 ϕ(x, y) 记为 〈x, y〉。
注：

① 由 (2)，ϕ(x, x) = ϕ(x, x)⇒ ϕ(x, x) ∈ R，故 (3) 中“ϕ(x, x) ≥ 0”有意义。

② 由 (1)(2) ⇒ 内积对第二个分量共轭线性：

〈x, λy1 + y2〉 = 〈λy1 + y2, x〉 = λ〈y1, x〉+ 〈y2, x〉 = λ̄〈x, y1〉+ 〈x, y2〉.

这样的映射 ϕ 是共轭双线性型（sesquilinear form）。K = R 时共轭不起作用，内积

就是双线性的。

③ 〈x, 0〉 = 〈0, y〉 = 0。事实上，〈0, y〉 = 〈0 · 0, y〉 = 0 · 〈0, y〉 = 0（左边的第一个 0 是零

向量，0 · 0 中第一个因子是数 0、第二个是零向量），而 〈x, 0〉 = 〈0, x〉 = 0。

④ K = R 时称为实内积空间（欧氏空间），K = C 时称为复内积空间（酉空间）。

例：

(1) Kn 上的标准内积：

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi, x, y ∈ Kn,

〈x, x〉 =
n∑

i=1

xixi =
n∑

i=1

|xi|2 = ‖x‖2。对第一个分量线性、共轭对称是显然的（yi 的

共轭为 yi，且数的乘法交换）；正定性：
∑
|xi|2 ≥ 0，且为 0 当且仅当每个 xi = 0。

(2) (C[0, 1],K) 的内积：

〈f, g〉 =
∫ 1

0

f(x)g(x) dx,

— 90 / 91 —



第三章 HILBERT 空间 泛函分析讲义

〈f, f〉 =
∫ 1

0

ff̄ dx =

∫ 1

0

|f |2 dx ≥ 0。积分的线性给出 (1)，
∫
f ḡ =

∫
f̄g 给出 (2)；

正定性中，|f |2 是连续的非负函数，积分为 0 当且仅当 f ≡ 0。这个内积可推广至

L2(0, 1)。

二次型

定义（二次型）：q(x) = 〈x, x〉 称为内积对应的二次型。

由定义知：q(x) ≥ 0 且 q(x) = 0 ⇐⇒ x = 0。

命题（二次型的基本性质）：∀x, y ∈ H，∀λ ∈ K，

(1) q(λx) = |λ|2q(x)；

(2) q(x+ y) = q(x) + q(y) + 2Re〈x, y〉；

(3) q(x+ λy) = q(x) + |λ|2q(y) + 2Re
(
λ̄〈x, y〉

)
。

证明：(1) 〈λx, λx〉 = λλ̄〈x, x〉 = |λ|2〈x, x〉。
(3) 由第一个分量线性、第二个分量共轭线性，

〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ λ̄〈x, y〉+ λ〈y, x〉+ |λ|2〈y, y〉.

又 λ〈y, x〉 = λ〈x, y〉 = λ̄〈x, y〉，所以中间两项之和是 2Re
(
λ̄〈x, y〉

)
。

(2) 在 (3) 中取 λ = 1 即得。□

正交

记号：∀x, y ∈ H，若 〈x, y〉 = 0，称 x 与 y 正交（垂直），记 x ⊥ y。

由共轭对称，x ⊥ y ⇐⇒ y ⊥ x，且 x ⊥ y 时（此时 Re〈x, y〉 = 0，由命题 (2)）

q(x+ y) = q(x) + q(y).

（后文记 ‖x‖ =
√

q(x)，则上式即 ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2，这就是勾股定理。）

x

y
x+ y
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